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Definisi

Definisi 1 (Ring Isomorfik). Dua ring R dan S dikatakan isomorfik jika terdapat isomorfisma
f:R— S (ataug: R— 95).

Sifat-Sifat

Jika I ideal dari ring R, terdapat suatu homomorfisma f yang memenuhi ker(f) = 1.

Bukti. Tinjau f : R — R/I dengan f(r) := r + I untuk setiap r € R. Pembuktian ker(f) = I
telah dibuktikan pada Modul 5 — Soal 8.

Misalkan R dan S merupakan ring serta f : R — S homomorfisma. Maka

ker(f)

Bukti. Misalkan I = ker(f), maka I merupakan ideal dari R (Modul 5 — Teorema 7) sehingga
R/I merupakan ring faktor. Tinjau g : R/I — f(R) dengan g(r + I) = f(r) dengan r € R,
akan dibuktikan g merupakan isomorfisma. Pertama, akan dibuktikan g well-defined. Ambil

sebarang a + I,b+ I dengan a + I = b+ I, ini berarti a — b € I. Karena f homomorfisma,

05 = f(0R) = 9(1) = g((a—b) + 1) = fla—b) = f(a) = f(b) = gla+ 1) — g(b+1)

yang memberikan g(a + I) = g(b + I). Terbukti g well-defined. Akan dibuktikan g surjektif.
Ambil sebarang = € f(R), maka terdapat r € R yang memenuhi x = f(r). Perhatikan bahwa
r+ 1 € R/I memenuhi g(r + I) = f(r) = z. Ini membuktikan bahwa untuk sebarang x € f(R)
terdapat p = r + I € R/I yang memenuhi g(p) = x. Terbukti g surjektif. Akan dibuktikan g
injektif. Misalkan a4+ I,b+ I € R/I dengan a,b € R memenuhi g(a + I) = g(b+ I), ini berarti
f(a) = f(b). Karena f homomorfisma,

0s = f(a) — f(b) = fla—b) = a—-bel

Akibatnya, a + I = b+ I. Terbukti bahwa g injektif. Akan dibuktikan ¢ homomorfisma. Ambil
sebarang a + I, b+ I € R/I. Karena f homomorfisma,

g(@+ D)+ b+1) =g((a+b)+1) = fla+b) = f(a) + [(b) = gla+ ) + g(b+ 1),
g((a+ D)+ 1)) = g(ab+1) = f(ab) = f(a)f(b) = gla+ Dg(b+I).

Terbukti ¢ homomorfisma. Oleh karena itu, g isomorfisma sheingga R/I = f(R). O
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Misalkan R dan S merupakan ring serta f : R — S epimorfisma. Maka

R
ker(f)

Misalkan R merupakan ring, I subring dari R, dan J ideal dari R, maka

112

S.

I+J I

J InJ
dengan I +J={i+j:iel,je J}.

\. J

Bukti. Dapat dibuktikan bahwa .J ideal dari I + J dan I N J ideal dari I (diserahkan sebagai
latihan). Tinjau f : I — # dengan f(i) =i+ J dengan i € I. Akan dibuktikan f well-defined.
Misalkan a,b € I yang memenuhi a = b yang berarti a + J = b+ J, tinjau f(a) = a+ J =
b+ J = f(b+ J), terbukti. Akan dibuktikan f epimorfisma. Pertama, akan dibuktikan f
surjektif. Ambil sebarang z + J € # dengan x € (I 4+ J). Ini berarti terdapat i € I,j € J

yang memenuhi x = ¢ + j. Perhatikan bahwa

fl)=i+J=>G+j)+J=a+J
yang membuktikan sebarang =+ J € # memiliki pra-peta. Terbukti f surjektif. Kedua, akan

dibuktikan f homomorfisma. Ambil sebarang a,b € I, tinjau

fla+b)=(a+b)+J=(a+J)+ (b+J)= f(a)+ f(b),
flab) = ab+J = (a+ J)(b+J) = f(a)f (D),

seperti yang ingin dibuktikan. Akan dibuktikan ker(f) = I'NJ. Misalkan « € I N J, ini berarti
x € J sehingga berlaku f(z) =z +J =J = z € ker(f). Jadi, I NJ C ker(f). Misalkan
y € ker(f), ini berarti y € I dan J = f(y) = y + J yang berarti y € J. Ini menunjukkan
y € I N J sehingga membuktikan ker(f) C I NJ. Jadi, ker(f) = I N J. Menurut Akibat 4,

I I+J
InJg J -

O

Misalkan R merupakan ring. Jika I, J ideal dari R dengan I C J, maka

R/I LR
JJI =T

Bukti. Dapat dibuktikan bahwa I ideal dari J (diserahkan kepada pembaca), maka R/I, J/I, R/J
merupakan ring faktor. Tinjau f : R/I — R/J dengan f(r 4+ I) = r + J untuk » € R. Akan
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dibuktikan f well-defined. Misalkan a+ I,b+1 € R/I dengan a,b € R memenuhi a+1 =b+1,
ini berarti a — b € I. Karena I C .J, maka a — b € J. Ini berakibat

a+J=b+J <= fla+1)=f(b+1)

sehingga terbukti. Akan dibuktikan f epimorfisma. Pertama, akan dibuktikan f surjektif.
Ambil sebarang a + J € R/J, perhatikan bahwa a + I € R/I memenuhi f(a+ I) = a+ J yang
menunjukkan setiap a +J € R/J memiliki pra-peta. Akan dibuktikan f homomorfisma. Ambil
sebarang a + I,b+ I € R/I, perhatikan bahwa

e+ D+ @+D)=f((@+b)+1)=(a+b)+J =(a+J)+(b+J)= fla+ D)+ fb+1),
flat+ Db+1) = flab+1T)+ab+J = (a+ )b+ J) = fla+ D) f(b+1),

terbukti. Akan dibuktikan ker(f) = J/I. Misalkan x + I € J/I dengan = € J, perhatikan
bahwa f(z + I) = x4+ J = J sehingga z € ker(f). Jadi, J/I C ker(f). Misalkan y + I € ker(f)
dengan y € R, maka J = f(y+ I) = y + J sehingga y € J. Akibatnya, y + I € J/I yang
menunjukkan ker(f) C J/I. Jadi, ker(f) = J/I dan menurut Akibat 4,

RBIL R

JI~— T

Soal
a 2b

1. Misalkan ring Z [\/ﬂ = {a +bV2:a,be Z} dan H = { L ] ta,be Z}. Tunjukkan
a

Z {\/ﬂ dan H isomorfik sebagai ring.
2. Untuk n bilangan asli, buktikan Z, = Z/ (n).
3. Buktikan bahwa Q [v/=5] & Q[z]/ (2% + 5) dengan Q [v/=5] = {a + by/—=5 : a,b € Q}.

4. Jika S merupakan ring, didefinisikan

My(S) = { t Z] ta,b,e,de S}

merupakan ring himpunan matriks 2 x 2 dengan entri-entri anggota dari ring .S. Diberikan
ring Z dan I = (2024) ideal dari Z. Buktikan bahwa

Ms(Z) z
M ((2024)) — Mo ((2024>> '

5. Buktikan bahwa Q [\/ﬂ = {a +bv2:a,b€ Q} tidak isomorfik dengan Q [\/5} = {a +b0V5:a,be Q}.

6. Misalkan I dan J ideal dari ring R sedemikian sehingga I + J = R. Buktikan bahwa
R _R R

X
InJg I J
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