HOMOMORFISMA RING

Nayaka Reswara Nararya Hidayat
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| Contoh 1: UAS 2018 | N

b
Misalkan A = {a +0V/7:a,b€e Z} dan B = { [:b ] ta,b e Z} merupakan ring. Di-
a

b
definisikan p : A — B dengan p (a +bV7 ) = [:b } Selidiki apakah p merupakan
a

homomorfisma surjektif. Jika ya, tentukan ker(u).
\ J

Solusi. Akan dibuktikan p well-defined. Perhatikan bahwa jika a + bv/7,p + ¢v/7 € A yang
memenuhi a + bv/7 = p + ¢/7, karena a,b € Z maka haruslah ¢ = p dan b = ¢. Diperoleh

u(a+bﬁ):[7ab b]:[fq Z]zu(p+qﬁ)

a b
seperti yang ingin dibuktikan. Akan dibuktikan g surjektif. Ambil sebarang [% € B
a

b
dengan a,b € Z. Perhatikan bahwa a + byv/7 € A memenuhi I (a + bﬁ) = :b . Karena

a
untuk sebarang y € B terdapat x € A yang memenuhi pu(x) = y, maka p surjektif. Akan

dibuktikan g homomorfisma. Ambil sebarang a + bv/7,p + ¢/7 € A dengan a,b,p,q € Z. Ini

berarti

u({aer\f?] + {p+q\f7D

i (la+ 2]+ [b+q]V7)

a+p b+g
7(b+q) a+p
™ a

_ p q
| 7q p

= (a+0vT) +pu(p+av7),
u([a%—b\ﬁ] [p—kq\ﬁ]) :u([ap—i-?bq] + [aq—i—bp}ﬁ)

ap+Tbg aq+bp
7(aq+ bp) ap+ Thq
7 a

|

:u(a—i—b\ﬁ)u(p-i-qﬁ).

a b
+

a b
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Terbukti g homomorfisma. Karena p juga surjektif, maka p merupakan homomorfisma yang

0 0
surjektif (epimorfisma). Akan ditentukan ker(y). Misalkan a 4 bv/7 € ker(u) dan tinjau [0 0]
merupakan elemen nol di B. Maka

0 0
00

Jadi, a + by/7 = 0 yang berarti ker(u) =| {0} | v

b

a

:u(a+b\ﬁ): [:b ] = a=0,b=0.
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| Contoh 2: UAS 2020 ]

~
. Ty . . .
Misalkan S = 0 1 x,y, 2 € Z p merupakan ring terhadap operasi penjumlahan dan
z
x
perkalian biasa pada matriks. Didefinisikan pengaitan 6 : S — Z dengan 0 ( L} y] ) =
z

z. Apakah pengaitan tersebut merupakan epimorfisma?

\ J

q

Solusi. Akan dibuktikan 6 well-defined. Ambil sebarang [](;
r

a b
] 1, ] € Sdengana,b,c,p,q,r €
c

0 r 0 ¢

1) el ()]

0 0
Akan dibuktikan 6 surjektif. Ambil sebarang k € Z, perhatikan bahwa terdapat 0 k] es

a b
7 yang memenuhi [p q] = [ ] . Ini bearti p = a,q = b, r = ¢ sehingga diperoleh

0 0 0 0
yang memenuhi 6 ([0 k]) = k. Karena untuk setiap k € Z terdapat z = [O k] € S yang

memenuhui 6(x) = k, maka 6 surjektif. Akan dibuktikan # homomorfisma. Ambil sebarang

b
=c+r==0 “
0 c
; -
=cr==0 ¢ 0 b .
0 ¢ 0 r
Terbukti bahwa 8 homomorfisma. Karena # homomorfisma yang surjektif, ini artinya § meru-

0 r

9 _a b_+_p q- _ _a—i-p b+q
0 c 0 r 0 c+r

D q _4 ap aq+br
0 r 0 cr

p q| [a b] .
, € S. Perhatikan bahwa
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| Contoh 3: UAS 2023 ]

~
Misalkan R adalah ring, J dan K masing-masing ideal di R dengan J C K. Didefinisikan
pemetaan 0 : R/J — R/K dengan 0(a + J) = a + K untuk setiap a + J € R/J.
(a) Buktikan 6 epimorfisma.
(b) Buktikan kerf = K/J.
\ y

(a) Akan dibuktikan 6 well-defined. Ambil sebarang x+ J € % dan y+J € % yang memenuhi
r+J =y+J di mana z,y € R. Ini berarti  —y € J dan karena J C K memberikan
r—y €K < z+ K =y+ K. Dari sini diperoleh

Oz+J)=c+K=y+K=0y+J) = 0(xz+J)=0y+J)

seperti yang ingin dibuktikan.

Akan dibuktikan 6 surjektif. Ambil sebarang r + K € % di mana r € R, tinjau terdapat
r+Je ? sedemikian sehingga 6(r + J) = r + K sehingga terbukti bahwa 6 surjektif.
Akan dibuktikan 8 homomorfisma. Ambil sebarang a+ J, b+ J € % di mana a,b € R. Ini

berarti
0((a+7)+0+7)) = 0((a+b)+J) = (a+b)+ K = (a+K)+(b+K) = 0(a+J)+0(b+]).
Di sisi lain,

0((a+D)(b+J)) = 0(ab+J) = ab+ K = (a+ K)(b+ K) = 0(a+ )0+ J).

Terbukti bahwa 6 homomorfisma.

Jadi, terbukti bahwa 6 merupakan homomorfisma surjektif (epimorfisma).

(b) Ambil sebarang = + J € ker(f) di mana « € R. Tinjau bahwa Or + K merupakan elemen

nol di %, ini berarti
O+ K=0z+J)=2+K — Op+K=2+4+K < - 0pre K < z€K.

Ini berarti z + J € % sehingga diperoleh ker(#) C %

Ambil sebarang k + J € % di mana k € K. Ini berarti 0(k+ J) =k + K = 0r + K yang
menunjukkan bahwa k + J € ker(6). Jadi, % C ker(6).

Dari sini, terbukti bahwa ker(6) = %
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Contoh 4

Periksa apakah pemetaan f : Z — Z yang didefinisikan f(z) = 5z merupakan homomor-
fisma atau bukan.

Solusi. Untuk membuktikan f homomorfisma, perlu dibuktikan f(z +y) = f(x) + f(y) dan
flxy) = f(x) f(y) untuk setiap z,y € Z. Namun,

F(2)=5(2) =10, F(1)f(2) = 5(1)-5(2) = 50.

Karena f(2) # f(1)f(2), ini menunjukkan f bukan homomorfisma. \4
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Contoh 5

Periksa apakah pemetaan f : Zy — Zi2 yang didefinisikan f(z) = 3z merupakan isomor-

fisma atau bukan.

Bukti. Perhatikan bahwa f (1) f (3) = 3-9 = 3, sedangkan f (3) = 9. Karena f (1) f (3) # f (3),

maka f bukan homomorfisma. Akibatnya, f juga bukan isomorfisma. O

Catatan. Untuk menganalisa bagaimana f bukan homomorfisma dapat melakukan trik berikut.

Jika f homomorfisma harusnya berlaku

f(zy) = f(z)f(y) <= 32y =92y <= 6y =0.

Dengan kata lain, 6xy = 0 (mod 12). Namun, ini dapat disangkal untuk x = 1 dan y = 3.
Tentu juga dapat disangkal oleh ©v =y = 1.
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,l Contoh 6 ! N

a

b
Diberikan ring C = {a + b : a,b € R} dan ring S = { [ ] ca,b e R}. Tunjukkan
a

x
bahwa pengaitan f : C — S dengan f(x + iy) = [ y] merupakan homomorfisma
ring.
\_ y,

Solusi. Akan dibuktikan f well-defined. Perhatikan bahwa jika a+ib = ¢+1id dengan a,b,c,d €
R, ini berarti @ = ¢ dan b = d. Diperoleh

) a b c d ]
fla+1ib) = = = f(c+id)
-b a —d ¢
seperti yang ingin dibuktikan. Akan dibuktikan f homomorfisma. Ambil sebarang a+ib, c+id €
C dengan a, b, c,d € R. Maka

at+c b+d a b c d
ib id)) = i(b+d)) = =
f((a+z)+(c+z)) f((a+c)+z( - )> —(b+d) a+c [—b a * —d c]
= f(a+1ib) + f(c+id).
Selain itu,
. ) . ac—bd  ad+ bc
f((a +ib)(c+ zd)) = f((ac —bd) + (ad + bc)z) = adtbe) ac—bd
la b c d
Cl=b a| |—d e
= f(a+1ib)f(c+id).
Jadi, terbukti bahwa f merupakan homomorfisma. v
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,l Contoh 7 ! ~

Misalkan R dan S merupakan ring dengan |S| > 1.

(a) Buktikan pemetaan f: Rx .S — R yang didefinisikan dengan f(a,b) = a merupakan

homomorfisma ring. Apakah f merupakan monomorfisma?

(b) Buktikan pemetaan f : R — R x S yang didefinisikan dengan f(a) = (a,0g)

merupakan monomorfisma.
\ J

Solusi.

(a) Akan dibuktikan bahwa f merupakan homomorfisma. Ambil sebarang (a,b), (¢,d) € RxS.
Diperoleh

(@) + (e, d)) = fla+e,b+d) =a+c=fa,b)+ f(c,d)
f((a,b)(e,d)) = f(ac,bd) = ac = f(a,b)f(c,d).
Terbukti f merupakan homomorfisma. Akan ditinjau apakah f monomorfisma atau buk-

an. Karena |S| > 1, maka terdapat ¢,d € S dengan ¢ # d. Namun, f(a,c) = a =
f(a,d) = f(a,c) = f(a,d) padahal (a,c) # (a,d). Ini berarti f bukan monomorfisma.

(b) Akan dibuktikan f merupakan homomorfisma. Ambil sebarang z,y € A. Perhatikan
bahwa
flzy) = (zy,0s) = (z,05)(y, 05) = f(z)f(y).
Terbukti bahwa f homomorfisma. Akan dibuktikan f monomorfisma. Misalkan a,b € R

memenuhi f(a) = f(b), ini berarti (a,05) = (b,0g). Ini memberikan a = b sehingga

terbukti bahwa f monomorfisma.
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Contoh 8

Misalkan I ideal dari ring R. Buktikan bahwa f : R — R/I dengan f(r) = r + I

merupakan homomorfisma dan ker(f) = I.

Solusi. Akan dibuktikan bahwa f well-defined. Misalkan z,y € R dengan x = y. Ini berarti
x+I1=y+I = f(x+1I)= f(y+I) seperti yang ingin dibuktikan.

Akan dibuktikan f merupakan homomorfisma. Ambil sebarang r, s € R, maka

flrts)=(r+s)+I=(+D)+(s+1)=f(r)+f(s),
flrs) =rs+ 1= (r+1)(s+1)=f(r)f(s).

Terbukti bahwa f merupakan homomorfisma. Akan dibuktikan bahwa ker(f) = I. Dalam hal
ini, akan dibuktikan bahwa ker(f) C I dan I C ker(f).

o Akan dibuktikan I C ker(f). Misalkan a € I, ini berarti f(a) = a + I = I. Menginat
I = 0g + I adalah elemen nol di I, ini berarti a € ker(f). Jadi, I C ker(f).

o Akan dibuktikan ker(f) C I. Misalkan b € ker(f), ini berarti f(b) = I. Di sisi lain,
I=fb)=b+1 = I=b+1 < bel
Jadi, ker(f) C I.

Terbukti bahwa ker(f) = I. v
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,l Contoh 9 ! ~

Misalkan R dan S merupakan ring serta f : R — S merupakan homomorfisma. Selain

itu, R ring dengan elemen satuan 1g.
(a) Jika x € R merupakan unit, buktikan f(z) juga merupakan unit di f(R).

(b) Jika z merupakan unit, buktikan bahwa f (1) = f(z)~L.
N J

Bukti. Telah dibuktikan bahwa f(1g) merupakan elemen kesatuan di f(R).

(a) Untuk membuktikan f(z) merupakan unit, hal ini ekivalen dengan membuktikan bahwa
terdapat p € f(R) yang memenuhi pf(z) = f(1g) = f(x)p. Karena z unit di R, terdapat

y € R yang memenuhi zy = 1 = yz. Karena f homomorfisma,

f(zy) = f(1r) = f(yx) <= [f(2)f(y) = f(1r) = f(y)f(®).

Karena terdapat f(y) € f(R) yang memenuhi f(x)f(y) = f(1g) = f(y)f(z), ini menun-

jukkan f(x) merupakan unit.

(b) Dari bagian (a), ini menunjukkan f(y) = f(z)~!. Di sisi lain, 2y = 1z = yz menunjukkan
y =z~ 1. Jadi, terbukti bahwa f (z71) = f(z)~1.
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,l Contoh 10 ! ~

Misalkan R dan S merupakan ring serta f : R — S merupakan isomorfisma.
(a) Buktikan bahwa f~! merupakan isomorfisma.
(b) 7 unit di R jika dan hanya jika f(r) merupakan unit di S.

(¢) 7 € R merupakan pembagi nol di R jika dan hanya jika f(r) merupakan pembagi
nol di S.

(d) R komutatif jika dan hanya jika S komutatif.
(e) R merupakan daerah integral jika dan hanya jika S merupakan daerah integral.
(f) R merupakan field jika dan hanya jika S merupakan field.

Dengan kata lain, jika f: R — S merupakan isomomorfisma, sifat-sifat dalam R "diwa-

risi” ke S.
\ y,

Bukti. Karena f merupakan isomorfisma, maka f merupakan homomorfisma yang 1-1 dan sur-
jektif. Karena f bijektif (1-1 dan surjektif), maka f~! juga bijektif (buktikan!). Karena f
surjektif, maka f(1g) = 1s.

(a) Akan dibuktikan f~! : S — R merupakan isomorfisma. Telah diketahui f~' 1-1 dan
surjektif, akan dibuktikan f homomorfisma. Ambil sebarang z,y € S, akan dibuktikan

bahwa
fla+y) =@+ ), [y =@ W)

Karena f surjektif, terdapat p,q € R yang memenuhi f(p) = z dan f(¢) = y. Dalam hal

ini, tentu p = f~!(x) dan ¢ = f~!(y). Karena f homomorfisma,

z+y=f)+fl@Q=Fflp+q = [a+y)=p+q=F")+ ).

Selain itu,
zy = f(p)flq) = flpg) = f(xy) =pg=f"(2)f ().

Terbukti bahwa f homomorfisma. Jadi, f~! merupakan isomorfisma.

(b) (=) Jika r unit di R, akan dibuktikan f(r) unit di S. Karena r unit di S, terdapat z € R

yang memenuhi zr = 1 = rz. Karena f homomorfisma,

flar) = f(1r) = f(rz) <= [f(x)f(r) =15 = f(r)f(2).

Karena terdapat f(z) € S yang memenuhi f(z)f(r) = 1g = f(r)f(z), maka f(r) meru-
pakan unit di S.
(<) Jika f(r) merupakan unit di S, akan dibuktikan r unit di R. Karena f(r) unit di S,
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terdapat ¢ € S yang memenuhi qf(r) = 1g = f(r)q. Karena f surjektif, terdapat k € R

yang memenuhi f(k) = ¢. Karena f homomorfisma,

qf(r) =1s = f(r)g <= f(k)f(r) = f(1r) = f(r)f(k) <= [f(kr)= f(1r) = f(rk).

Karena f fungsi 1-1, maka kr = 1z = rk. Karena terdapat k € R yang memenuhi

kr = 1r = rk, ini berarti » merupakan unit.

(c¢) (=) Jika R ring komutatif, akan dibuktikan S ring komutatif. Ambil sebarang x,y € S,
akan dibuktikan zy = yx. Karena f surjektif, terdapat p,q € R yang memenuhi z = f(p)
dan y = f(q). Karena R ring komutatif dan f homomorfisma,

zy = f(p)f(a) = f(pqg) = f(ep) = f(@) f(p) = yx

seperti yang ingin dibuktikan.

(<) Jika S ring komutatif, akan dibuktikan R ring komutatif. Ambil sebarang a,b € R,
akan dibuktikan ab = ba. Dari (a) telah diperoleh f~! isomorfisma. Karena f~! surjektif,
terdapat p,q € S yang memenuhi a = f~!(p) dan b = f~!(¢). Karena f~! homomorfisma

dan S ring komutatif, maka

ab= f"(p)fHa) = f(pa) = M ap) = [ @) fH (p) = ba
seperti yang ingin dibuktikan.

(d) (=) Jika R merupakan daerah integral, akan dibuktikan S merupakan daerah integral.
Misalkan z,y € S memenuhi xy = Og, akan dibuktikan bahwa z = 0g atau y = Og.
Karena f surjektif, terdapat p,q € R yang memenuhi x = f(p) dan y = f(q). Karena f

homomorfisma,
0s =y = f(p)f(q) = f(pa) = f(Or) = f(pa).

Karena f fungsi 1-1, maka pg = Op. Mengingat R daerah integral, maka p = Op atau
q = Og. Ini artinya © = f(p) = 0g atau y = f(q) = Og seperti yang ingin dibuktikan.

(<) Jika S merupakan daerah integral, akan dibuktikan R merupakan daerah integral.
Misalkan a,b € R memenuhi ab = Og, akan dibuktikan bahwa a = Ogr atau b = Og.
Dari (a) telah diperoleh f~! isomorfisma. Karena f~! surjektif, terdapat p,q € S yang

memenuhi a = f~!(p) dan b = f~!(¢). Karena f~! homomorfisma,

Or=ab=f"'p)f ()= f"(pa) = f(0s)=f""(pa).

Karena f~! fungsi 1-1, maka 0g = pg. Mengingat S daerah integral, maka p = Og atau ¢ =
0s. Ini menunjukkan bahwa a = f~!(p) = f~1(0s) = Og atau b= f~1(¢q) = f~(05) = Or
seperti yang ingin dibuktikan.

(e) Sebagai latihan, kembangkan dari empat bagian sebelumnya.
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,l Contoh 11 ! N

(a) Buktikan bahwa Zs[i] = {a + bi : a,b € Z} isomorfik dengan Z3[x]/ (x> + 1). Dari
sifat isomorfik, simpulkan Zs|[i] field.

(b) Jika R, S merupakan ring, buktikan bahwa R x S = § x R.
\ J

Solusi. Untuk menunjukkan dua ring R, S isomorfik, yaitu R = S, harus ditunjukkan terdapat
fungsi isomorfisma f : R — S (atau f : S — R). Konstruksi fungsi f yang dimaksud setiap
orang bisa berbeda-beda.

Perhatikan bahwa Zs[z]/ (x? + 1) = {a + bz + (z? + 1) : a,b € Z3}.

(a) Tinjau f : Zsli] — Zs[z]/ (xz® +1) dengan f(a + ib) = (a + bz) + (x? + 1) untuk setiap
a,b € Z3. Akan dibuktikan bahwa f isomorfisma.
Akan dibuktikan f well-defined. Misalkan a+ib, c+id € Z3[i| yang memenuhi a+ib = c+id
dengan a,b,c,d € Zs. Ini berarti a = ¢ dan b = d sehingga diperoleh

f(a—i—ib):(a+baz)—|—<$2+1>:(c+d$)+<:p2—|—1>:f(c+id)

seperti yang ingin dibuktikan. Akan dibuktikan f surjektif. Ambil sebarang m + nx +
(22 + 1) € Zs[z]/ (2% + 1) dengan m,n € Zs[x]. Perhatikan bahwa m + in € Zs[i] meme-
nuhi f(m +in) = m + nx + (22 + 1), maka hal ini menunjukkan f surjektif.

Akan dibuktikan f fungsi 1-1. Misalkan a+ib, p+iq € Zs[i] memenuhi f(a+ib) = f(p+iq).
Akan dibuktikan a + ib = p + iq. Ini berarti

flatib)=fp+ia) = (a+ba)+ (2% +1) = (p+q2) +(2* +1).
Ini berarti haruslah
(a+bzx)—(p+qx) € <x2+1> — (a—p)+(b—-qxe <a:2+1>.

Namun, mengingat (a — b) + (b — ¢)z berderajat 0 atau 1, sedangkan 2 + 1 berderajat
2, oleh karena itu (a — p) + (b — q)z € (x* + 1) jika dan hanya jika (a — p) + (b — ¢)z =
0 < a—p=0=b—-—q < a = p,b=q. Oleh karena itu, a + tb = p + iq sehingga
terbukti f fungsi 1-1.

Akan dibuktikan f homomorfisma. Ambil sebarang a + ib,c + id € Zs[z|. Perhatikan

bahwa
f(la+ ]+ [p+iq) = f(la+p]+ b+ qi)
= (la+pl+ b +gz)+ (a2 +1)
= [(a+b2) + (2> + 1) | + [+ q0) + (a? +1) ]
= f(a+1ib) + f(p +iq).
Selin itu,

f(la+tllp+iq)) = f(lap — ba] + lag + bpli) = (ap — bg) + (aq + bp)z + (2 + 1)
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Perhatikan bahwa bg (22 + 1) € (22 + 1), ini berarti

f(la+b)[p+iq]) = (ap — bq) + (aq + bp)a + (2? + 1)
= (ap — bg) + (aq + bp) +bq (2® + 1) + (2 + 1)
[ap+ aq + bp x—i—qu} <x2+1>
= (a+bx)(p+gz) + (22 +1)
= (a+bx)(p+gz) + (22 +1)
=la+bz+ (a2 +1)] [p+gz+ (a2 +1)]
= f(a+1b)f(p+iq).

Jadi, terbukti f homomorfisma. Karena berlaku juga f fungsi 1-1 dan surjektif, terbukti
bahwa f isomorfisma. Jadi, terbukti Zs[i] dan Zs[x]/ (x* + 1) isomorfik.

(b) Akan dibuktikan Rx S dan S x R isomorfik. Definisikan f : RxS — Sx R dengan f(r,s) =
(s,r) untuk setiap (r,s) € R x S. Akan dibuktikan bahwa f merupakan isomorfisma.
Akan dibuktikan f well-defined. Misalkan (r,s), (p,q) € R x S memenuhi (r,s) = (p,q).
Ini artinya » = p dan s = ¢, diperoleh

f(r,s)=(s,r) = (¢,p) = f(p,q)

seperti yang ingin dibuktikan.

Akan dibuktikan f surjektif. Ambil sebarang (a,b) € S x R, perhatikan bahwa (b,a) €
R x S memenuhi f(b,a) = f(a,b). Terbukti bahwa f surjektif.

Akan dibuktikan f fungsi 1-1. Misalkan (7, s), (p,q) € R x S memenuhi f(r,s) = f(p,q),
ini berarti (s,7) = (q,p). Diperoleh s = ¢ dan r = p sehingga (r,s) = (p,q). Terbukti
bahwa f fungsi 1-1.

Akan dibuktikan f homomorfisma. Untuk setiap (7, s), (p,q) € R x S berlaku

F(r.9) + (0,0) = fr+pis+a) = (s +a,7+p) = (5,7) + (a,p) = f(r.5) + f(p, ),

F(r,9),0)) = F(rp,50) = (59,7p) = (5,7)(,p) = F(r,5) [ (p,q).

Terbukti bahwa f homomorfisma. Karena f juga fungsi 1-1 dan surjektif, maka f isomor-
fisma. Jadi, Rx S =S x R.
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