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2¢x + 3

1. (a). Tentukan /—
x? + 4z + 20

Yehezkiel Gibrael Dativa Garin

of

1+z

(b). Tentukan J Vi dx.

Wildan Bagus Wicaksono

Solust.

(a). Perhatikan bahwa

/ 2 + 3 J /(2x+4)—1d / 20 + 4 d / dx

— A= -——dr= ———dr— | ————.
22+ 4x + 20 2+ 4z + 20 2 4+ 4z + 20 2 4+ 4z + 20
2r+ 4

. o 2 _
P dr 520’ misalkan v = 2z + 4 + 20 = du =

Untuk menyelesaikan /
(2x 4+ 4) dz. Ini berarti

20+ 4 (22 + 4) da du
B N e B e
/x2+4x+20 S A T o i+ G nfa® + 4o+ 20 + Cy

di mana C; suatu konstan. Karena x* + 4z + 20 = (z + 2)* + 16 > 0, ini berarti

d
ln ‘12 + 41, _I_ 20’+Cl — ln (172 _|_ 4'7; + 20) —l—cl Untuk menyelesaikan / Wﬁ:—i—QO

Y

perhatikan bahwa

/ dx B / dx
22 +4x+20  J (v 4+2)2 442
Oleh karena itu, misalkan = + 2 = 4tan(v) <= =z = 4tan(v) — 2 = dx =

4sec?(v) dv. Ini berarti

/ dx 4sec?(v) dv dsec*(v) dv / dv v
(

= =) = = =-+ (.
T+ 2)2+ 16 16 tan2(v) 4 16 16 sec?(v) ;i

Karena x — 2 = 4 tan(v), maka

T+ 2
4

tan(v) =

x+2)

— v =tan ! (
4
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i b t'/ dz 1t 1(m—2
era - = —ta
MR ey dr 20 4 4

/ 2z + 3 d / 2r + 4 d / dx
2 4+ 4z + 20 24+ 4z + 20 24+ 4z + 20

1 L (x+2 C
:ln(x2+41:+20)+01—4tan1< I )—42

) + CQ. Jadi,

— | (« + 42 + 20) —  tan" (M

4

)+C

— tan
4

C
di mana C = C — f suatu konstan.

1
b). Akan ditentukan T dx. Substitusikan = = sin(u), maka dxr = cos(u) du.
1 2
-
Ini berarti

14+ i :/ 1 + sin(u) cos(u) du _/1+Sin(u)_cos(u) du = / <1+sin(u)> du

N ﬁ cos(u)

sehingga diperoleh / du = u — cos(u) (konstan +C' tidak perlu ditulis

\/1—1’2

karena pada akhirnya akan menentukan integral tentu). Karena z = sin(u), maka

u = sin"*(z) dan cos(u) = /1 — sin?(u) = V1 — 22. Ini berarti

1+z .1
——— =sin" (x) — V1 — 22
V1—2a?

Jadi, hasil yang diminta adalah
NG

2 At dx = {sin’l(x) —v1-— xﬂéﬁ
, V1— a2 0

I
/-
13
|
e
v
|
—
o
|
—_
SN—

T
S R
4 2 +
Skema Penilaian:
20 + 4 dx
.« Menulisk /— —/—. 5
(&) ORISR | 1+ 20 1 dr 120 )
Menentukan | 2044 0 dengan benar. (45)
e Menentukan | ————— dz dengan benar.
22 + 4z + 20 &
d
o Menentukan / Wf%% dengan benar. (45)

(b). e Substitusi z = sin(u) = dx = cos(u) du. (+3)
1
o Menentukan \/1;22 dx dengan benar. (47)
Ne
P14+
e Menentukan | ——— dx dengan benar. (45)

V1—a?
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2. (a). Tentukan /xtan2(x) dzx.
Wildan Bagus Wicaksono
(b). Jika a dan b adalah bilangan real tak nol, maka buktikan bahwa

axr

/e‘” sin(bx) dx = 2
a

lasin(bx) — beos(bx)] + C

di mana C' suatu konstan.
Catatan. Dalam soal ini harus dibuktikan menggunakan metode pada tekhnik

pengintegralan, bukan dengan menurunkan kedua ruas.

Yehezkiel Gibrael Dativa Garin

Solusi.

(a) Perhatikan bahwa

2

/xtanQ(:c) dr = /:c (secQ(x) — 1) dx = /a:secQ(x) dx—/x dr = /xsecz(a:) d:(:—%—i—Cl

di mana C) suatu konstan. Akan ditentukan / rsec?(z) dr menggunakan integral

parsial. Misalkan u = 2 = du = dr dan dv = sec®(r) dr = v = tan(z) dz. Ini

/udv:uv—/vdu

/xsec2(x) dr = xtan(z) — /tan(:z:) de +C

berarti

= rtan(x) — / :IOI;E?) dx +C

sin(z)

Akan ditentukan / @) dx, substitusikan p = cos(x) = dp = —sin(z) dz. Ini
cos(z

berarti

sin(z) [ —dp B
/cos(:r:) d:c—/ Pl In|p| + Cy = —1In| cos(z)| + Cy

di mana C5 suatu konstan. Ini berarti

sin(x)

/xsecQ(:c) dr = xtan(z) — / dx = xtan(z) + In | cos(x)| — Cs.

cos(z)

Jadi,

2 2
/xtan2(.r) dr = xtan(z)+In | cos(:p)|—02—%+01 = |z tan(x) 4 In | cos(z)| — % +C

di mana C = (| — Cy suatu konstan.
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(b) Misalkan A = / e*sin(bxr) dr, akan diselesaikan dengan integral parsial. Pilih

. cos(bx)

u=e" = du=ae” dr dan dv = sin(br) = v = —

/udv:uv—/vdu

. Ini berarti

/ea”” sin(bx) dx = _eczs(b:v) _ / _COS[()bx) ~ae™ dr + Cy
A — _ecobs(baz) + %/e‘” cos(bz) dx + Cy (1)

dengan (' suatu konstan. Akan ditentukan / e cos(bxr) dr menggunakan integral

in(b
parsial, pilih u; = ¢™ = du; = ae® dan dv; = cos(bz) de — v = smé 1;)
Dari sini diperoleh
/'LL1 d?)l = U1 — /'Ul du1
/e‘w cos(br) dx = e** - sméba;) — / smébw) ~ae™ dx + Cy
ar o5 b
= eszn(x) 2 [ e sin(bx) dx + Cy
ar o5 b
_e Sm(x)—gA—i—C'Q 2)
b b
dengan C suatu konstan. Substitusikan (2) ke (1), diperoleh
e cos(bx) | a [esin(br) a
e cos(br) ae®sin(br) a? a
2 _ hpo0ax ar o3
A+ Ta_ be®® cos(bx) + ae sin(bx) LGy (Cy = “o o)
b? b? b
CL2 et )
<1 + lﬂ) A= = (asin(bx) — beos(bx)) + Cs
b2 + (I2 e )
< B ) A= o (asin(bx) — beos(bx)) + Cs
b2 ez 2
A= peEa TR (a sin(bx) — bcos(bx)) + ng

= (12674_62 (a sin(bx) — bcos(bx)) +C

dengan C' suatu konstan.
Skema Penilaian:
(a). e« Meninjau /xtanQ(x) dx = /xsec2(x) —z dz. (+3)

o Menuliskan hasil / rsec’(r) do = xtan(x)— / tan(z)+C menggunakan integral
parsial. (45)
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o Menuliskan hasil akhir dengan benar. (+2)

(b). ¢ Memisalkan A = / e sin(bx) dr, menggunakan integral parsial dan diperoleh
sebagaimana pada (1). (45)
o Menentukan / e cos(br) dxr menggunakan integral parsial kembali. (+5)
o Menyelesaikan A. (+5)
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3. Tentukan /Sin2(:L‘) cos®(z) du.
Wildan Bagus Wicaksono

Solusi. Misalkan u = sin(x), maka du = cos(x) dx. Selain itu, cos®(z) = cos®(x)-cos(z) =

(1 - sin2($)) cos(z). Dari sini diperoleh

/sin (7) cos®(x) dx = /sm 1— sin?(z )) - cos(z) dx
/ 1 — u
e
o
_ 31n3(x) sm5(a:) o

di mana C suatu konstan.

Skema Penilaian:

 Meninjau sin?(z) cos®(x) = sin*(x) (1 — sin2(m)) cos(z). (+5)
o Substitusi v = sin(z)du = cos(x) dz. (+3)
« Menuliskan hasil akhir dengan benar. (+7)
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2 4 3 2
4. Tentukan/ L 5% + oz ST+ 9 dzx.
(x —1)2 (224 1)

Wildan Bagus Wicaksono

Solusi. Tulis (z—1)* (x2 + 1) = 2" —223422% — 2241 yang mana berderajat 4, sedangkan
22* — 32° + 52% — 3z + 5 juga berderajat 4. Karena derajat pembilang lebih besar dari
atau sama dengan penyebut, maka perlu dilakukan pembagian bersusun untuk mengubah

bentuk pembilang menjadi polinomial yang derajatnya lebih kecil.

2

x4—2x3+2$2—2x—|—1) 20t — 322 + 522 -3z +5
— 20t +42® — 42® + 4x — 2

2 +22 +x+3

Jadi, 22" — 323 4+ 522 — 32 + 5 ketika dibagi 2* — 223 + 22% — 22 4+ 1 memiliki hasil bagi
H(z) = 2 dan sisa bagi S(z) = 2* + 2* + x + 3. Tulis

20" = 32% +50° — 3z +5 = (2! — 22 + 22° — 20+ 1) H(z) + S()

(w4—2x3+2x2—2x—1—1> -2 4 (I3+$2+I+3>.
Dari sini diperoleh

dx

/2x4—3x2+5x2—3x+5_/(m4—2m3+2x2—2x+1)-2—1—(x3+m2—|—w—|—3)
ot — 203 +222 — 2z +1 xt — 223 4+ 222 — 2z + 1

_/2+ ? +a® +a+3 i
B xt — 223 4222 — 20 + 1

242443
= [92d / d
/ T x4 — 223 + 222 — 220+ 1 v

B a4+ r+3
=9 C / d
Tt =203 + 222 — 20 + 1 v

di mana C; suatu konstan. Akan ditentukan

242 +r+3 2+ +r+3
/ dx:/ T.

xt =223 + 222 — 20+ 1 (x —1)2 (224 1)
Tulis g(z) = (z — 1) (x2 + 1) memiliki faktor linear x — 1 dengan pangkat tertingginya
2 dan faktor kuadratik irreducible 2? + 1 yang pangkat tertingginya 1.

« Karena (z — 1) faktor linear dari g(z) dengan pangkat tertingginya 2, maka pecahan

parsial yang berkaitan dengan faktor ini adalah + )
r—1 (z—1)2

« Karena 2 + 1 faktor kuadratik drreducible dari g(x) dengan pangkat tertinggi 1,
Rz + S
2 +1°

maka pecahan parsial yang berkaitan dengan faktor ini adalah

Dari dua hal di atas, tulis

P+ +r+3 P N Q Rz + S
(x—12@2+1) -1 (z—-12 2241
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Samakan penyebut di ruas kanan,

?+a*+r+3 P Q Rz + S
G- 12+ -1 @-12 2+1
Plx—1)(z>+1)+Q(z*+ 1)+ (Rx + S)(z — 1)?
(z —1)? (2 + 1)
_ (P+R)2*+(-P+Q—-2R+S)a*+ (P+R—-25)x+ (—P+Q+3S)
(x —1)2(22+1) '

Dari sini diperoleh sistem persamaan

P+R =1 ...(1)
—P+Q-2R+S =1 ...(2)
P+R—25 = 1 ...(3)
_P+Q+S = 3 ...(4)

Kurangkan persamaan (1) dan (3), dengan (1) — (3), diperoleh
0=1-1=(P+R) —(P+R—-25)=P+R—-P—-R+25=25 = S=0.
Substitusikan S = 0 pada persamaan (2) dan (4) diperoleh

—P+Q-2R =1 ...(5)
—P+Q = 3 ...(6)

Kurangkan persamaan (5) dan (6), degngan (6) — (5), diperoleh
2=3-1=(-P+Q)—(-P+Q—-2R)=-P+Q+P-Q+2R=2R — R=1.

Substitusikan nilai R = 1 ke (1) diperoleh P =1 — R = 0. Substitusikan nilai P = 0 ke
(6) diperoleh @ = 3+ P = 3. Jadi,

P +a+r+3 0 L3  twx0 3 . w
(z—1)2@2+1) -1 (z—-12 2241 (x—1)2 22+1

Dari sini diperoleh
w4+ r+3 / 3 n x 3/ v L /
= l‘ e
(x —1)2 (224 1) (x—1)2 2241 x? 4+

1
Akan diselesaikan 4 / W dx, misalkan u = x — 1 = du = dx. Ini berarti
x —

dz du 3 3 3
3/7:3 — = —= C:—i Cy=—
(x —1)? u? u+ ? 1+ T l-u T

dz, misalkan v = 2° +1 =

di mana Cy suatu konstan. Akan ditentukan / o
x
dv = 2z dx. Ini berarti

x dx L g ordv 1 In (22 +1)
Jayi=] =53] =g+ =" G
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di mana C3 suatu konstan. Ini berarti

dr =|2
(x— 122+ 1) TEET T 2

/2x4—3x3+5x2—3$—|—5 3 +1n(x2+1)

di mana C = C + Cy + (5 suatu konstan.

Skema Penilaian:

 Menyatakan 22* —32° + 522 —3x+5 = (:L‘4 —22% + 20 — 20 + 1) (2)+ (x3 +2° +x+ 3).

(+5)
2 +224+x+3 P Q Rz + S
e« M tak = . (+5
enyatakan o ) T o1 T o T g (7Y
, 4+ a?+x+3 3 T
o Menyelesaikan P, Q, R, S dan menyatakan/ CECES) = = 1)24-1_2 1 (+12)

x
+ Menyelesaikan [ " da. (+4
enyelesaikan [ ——— dz. (4+4)

Menyelesaikan / 5 dz. (+4)

3
(z—1)
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