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Ringkasan

Modul ini akan membahas secara ringkas tentang : Integral Tentu, Integral Tak
Tentu, Konsep Limit Deret, Teorema Dasar Kalkulus I, dan Sifat Integral. Perlu diingat
bahwa modul ini jangan dijadikan patokan untuk belajar karena hanya sebagai
ringkasan. Lebih baik Anda membaca terlebih dahulu versi lengkapnya pada referensi
tertentu, seperti buku oleh cak Purcell atau cak Thomas. Sebagai latihan tambahan,
contoh soal dapat dicoba terlebih dahulu hingga benar-benar menyerah (atau sudah se-
lesai). Jika tidak berhasil menyelesaikannya, maka ikuti alurnya dan jangan sekedar

dibaca, namun sambil menulis seakan dikerjakan sendiri.

1. Review Dulu

1.1. Antiturunan dan Integral Tak Tentu

Definisi 1.1 (Antiturunan). Suatu fungsi F' dikatakan antiturunan dari f pada suatu interval
I apabila F'(x) = f(x) untuk setiap z € I.

Perhatikan beberapa contoh berikut.

d
1. Perhatikan bahwa turunan dari z? adalah 2z, dengan kata lain, — 2% = 2z. Dari sini
x
diperoleh F(x) = z* adalah antiturunan dari f(r) = 22 karena F'(z) = 2z = f(x).

d
2. Perhatikan bahwa turunan dari 2® + 1 adalah 322, dengan kata lain, e (x?’ + 1) = 3z
x

Dari sini diperoleh F(z) = 2 4+ 1 adalah antiturunan dari f(r) = 32° karena F'(z) =
32° = f(x).

3. Perhatikan bahwa turunan dari sin(z)+C adalah cos(x) di mana C' suatu konstan, dengan
d

kata lain, I (sin(z) + C) = cos(z). Dari sini diperoleh F(z) = sin(x) 4+ C' antiturunan
x

dari f(z) = cos(z) karena memenuhi F'(z) = cos(x) = f(x).

Pada contoh di atas pada nomor 3, dapat diamati bahwa untuk sebarang C' konstan maka
F(z) = sin(z) + C adalah antiturunan dari sin(z). Himpunan semua antiturunan dari f(z)

tersebut disebut sebagai koleksi antiturunan dari f(z).

Definisi 1.2 (Integral Tak Tentu). Koleksi semua antiturunan dari f disebut sebagai integral

tak tentu dari f terhadap x, dinotasikan sebagai
/ f(z) dux.

Simbol / adalah notasi integral, fungsi f disebut integran dari integral, dan = disebut variabel

integral.
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1. Koleksi semua antiturunan dari f(z) = 2z adalah

/f(x)d$=/2xdx:$2+cl

di mana C; suatu konstan. Dengan kata lain, integral tak tentu dari f(z) = 2z adalah

F(z) = 2* + C; dengan C) konstan.

2. Koleksi semua antiturunan dari f(z) = 3% adalah

/f(ﬂf)d$=/3a:2da::x3+02

di mana Cy suatu konstan. Dengan kata lain, integral tak tentu dari f(z) = 32% adalah

F(z) = 2° + Cy dengan C, konstan.

3. Koleksi semua antiturunan dari f(x) = sin(z) adalah

/f(x) dr = /sin(x) dr = cos(z) + C;s

di mana C5 suatu konstan. Dengan kata lain, integral tak tentu dari f(z) = sin(z) adalah

F(z) = cos(z) + C3 dengan Cj konstan.

1
(a). /x” dex = ?x”“ + C' dengan syarat n # —1 dan C' konstan.
n

(b). /sin(a:) dx = — cos(z) + C dengan C' konstan.

(c). /cos(x) dx = sin(z) + C dengan C konstan.

. J

Misalkan F(x) adalah antiturunan dari f(z), sedangkan G(z) adalah antiturunan dari
g(z). Ini berarti F'(z) = f(z) dan G'(z) = g(x). Dengan menggunakan sifat-sifat pada

turunan dan k suatu konstan, diperoleh

%kF(w) — kF'(2) = kf(x),
% (F(x) + G(w>) = F'(z) + G'(z) = f(z) + g(2),

d

(P - 6()) = F@) - G'@) = f(2) - g().

Baris pertama menunjukkan bahwa kF(x) antiturunan dari kf(z), F(x) + G(x) merupakan
antiturunan dari f(z)+ g(z), sedangkan F'(z) — G(x) merupakan antiturunan dari f(z) — g(x).
Dari Definisi 1.2, dapat dituliskan bahwa F(z) = /f(:c) dr dan G(x) = /g(m) dx. Oleh
karena itu, ketiga hal di atas dapat dinyatakan sebagai berikut.
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Diberikan f(x) dan g(z) fungsi yang memiliki antiturunan dan k suatu konstan. Maka
berlaku sifat-sifat berikut:

a). /kf(a;) dm:k/f(x) dz
). [ (1@ +9@)) do = [ f@) do+ [ gla) do
©- [ (@)= 9@) do= [ () dz - [ g(a) do

. J

,[ Contoh 1.5 ]

Tentukan integral tak tentu / (:1:2 + Vo + sin(x)) dx.

\ J

Solusi. Berdasarkan Teorema 1.4 berlaku

/(295 + 2 — sin(x dx = /Qx dx+/x2 dac—l—/sm (sifat (b), (c))
= 2/90 dm—l—/w daz+/sm (sifat (a))

2+1 T+ O+ ;+1x2+1+0 b + (—cos(z)) 4+ Cs
:173 2 3
=§+§x2—cos(x)+01+02+03

di mana C7, Cs, C3 suatu konstan. Untuk penyederhanaan penulisan dapat dimisalkan C' =

C1 + C5 4+ C5 yang mana juga suatu konstan, jadi

3
2
/ (:v2 VT sin(:v)) dr = % + gx% —cos(x) + C, C konstan |.

§1.2. Integral Tentu

Perbedaan pada integral tertentu yaitu terletak pada batasnya, seperti / f(z) dr di mana

a
fungsi f memiliki antiturunan di interval [a,b]. Suatu fungsi f(x) memiliki antiturunan di

interval [a, b] jika f kontinu di interval tersebut.

Jika fungsi f(x) kontinu di interval [a, b] dan F' adalah antiturunan dari f(x), maka

b

[ 1(@) de = F(b) - F(o).

a
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Contoh 1.7 ]

3 I
Tentukan / 2% dr dan / sin(x) dx.
0 0

Solusi. Perhatikan bahwa

Di sisi lain,

“[%

iin(x) de = [— cos(a:)]oﬁ = |—cos(Z)] - [—cos(0)] = —
4

<

Sifat-sifat pada integral tentu analog dengan sifat pada integral tak tentu.

Diberikan f(x) dan g(x) fungsi yang terintegralkan di interval [a, b] dan k suatu konstan.
Maka berlaku sifat-sifat berikut:
b

(a). /bkf(:v) dz = k/f(x) dz.

a

Jika f(z) terintegralkan di suatu interval yang mengandung titik-titik a, b, ¢, maka

/Cf(x) dw:/bf(x) d33+/cf($) du,

tidak peduli bagaimana urutan dari a, b, c.

Sebagai contoh,

3 3

3 2 3 4
/x2d£:/x2d:£+/x2dx, /$2d$:/£2dx+/$2d$.
0 0 2 0 0 4
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,{ Contoh 1.10 }

.

N
Diberikan fungsi f : [0,4] — R dengan
2 ..
x°, jika x €0,2]
flz) = .
6 —z, jika z€ (2,4
3
Tentukan nilai dari / f(x) dx.
1
J

Solusi. Dapat dicek bahwa f kontinu di [0, 4], maka f terintegralkan di [0,4]. Akan ditentukan

integral dari f(x) di interval [1,3]. Dalam hal ini perlu dipertimbangkan di subinterval [1, 2]

dan (2,4] karena f(z) memiliki ekspresi yang berbeda di masing-masing subinterval tersebut.

Oleh karena itu,

/3 f(z) dx

I I
— = —

Gt s T T
[\

w

I
Wl =

—_

w
N———
—

ww\\]w‘\]

27 >
2

_|_
M\\IT\
|
—_
o

S+

>|

oyt [ 1@

2
3
x2dx+/(6—x)
2

dx

dx

| Contoh 1.11: Kuis 2022 }

4
Hitung integral / f(z) dz untuk fungsi f yang diberikan oleh
0

jika 0<z<1
jika 1<z<2 .
jika 2<ax <4
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Solusi. Dapat dicek bahwa f kontinu di [0, 4] sehingga f terintegralkan di [0, 4]. Tinjau bahwa

/4f(x) dx:/lf(x) dm+/2f(3:) dx+/4f(:v) dx
/lldx+/xdx+/ 4— 1)
= [z]5 + Ef]j—i— [41‘—%1‘2 ;1

0o =) a2 ()
e e efo-n- G-

3
—14+°+42
+35+

9
5t
v

Jika f kontinu di interval [a,b] dan = suatu (variabel) titik di interval (a,b). Maka
d x
— t) dt =
- / o
| Contoh 1.13 ) \
d [,
Tentukan — / t° dt.
dx /
- J

d x
Solusi. Dalam hal ini f(¢) = ¢*, menurut Teorema 1.12 diperoleh . / f@t)dt = f(z) = .
x
1

v

Contoh 1.14 }

Tentukan fungsi f(x) yang memenuhi / f(t) dt = x + sin(z).
0

Solusi. Turunkan kedua ruas terhadap x, menurut Teorema 1.12 berlaku

. / £ty dt = L (2 4 sina) = [J(a) = 1+ costa)]
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Pada Contoh 1.13 cukup sederhana dan langsung menerapkan Teorema 1.12. Bisa jadi

2z a3

bentuk integral / pada Contoh 1.13 di lain tempat bisa dirubah menjadi / , / , dan lain-lain.
0 1

0
Integral yang demikian akan menggunakan aturan rantai.

Contoh 1.15 }

3

Tentukan fungsi f(x) yang memenuhi / f(t) dt = x + sin(z).
1

i d
Solusi. Misalkan g(z) = /f(t) dt, menurut Teorema 1.12 berlaku d—g = f(x). Dari aturan
T
1

rantai berlaku

erf(t) dt:;;g(xg) _ do(z) 'dxng($3)'3$2=3x2f(x3),
1

da3 dx

d
Di sisi lain, . (x +sin(z)) = 1 + cos(z). Diperoleh
T

I3
d , 9, ( 3 5 1 + cos(z)
dxl/f(t> dt =z +sin(z) = 3z f(x ) =1+ cos(z) = f(x ) =—
L 14 cos (a:%)
Ganti « dengan 23, diperoleh | f(z) = ———%|. v
T3
Contoh 1.16: UAS 2020 |
2x 2x
™ ... . L f(@)
Tentukan f B jika diketahui [ f(t) dt = sin(z) + 11t dt.
0 0
Solusi. Turunkan kedua ruas terhadap =,
2x 2x
d _ d [ f(t)
%/f(t) dt = cos(z) + dx/1+t dt.
0 0
2x 2x T
Misalkan g(t) = S maka d/f(t) dt = cos(z) + d/ (t) dt. Misalkan p(z) = /f(t) dt
=15 daso B da:og ' b _0

T

d d

dan ¢(x) = /g(t) dt, diperoleh d—p(2x) = cos(x) + d—q(Q:E). Dari aturan rantai diperoleh
T T

0

ip(zx) - dg(j”“") - df;) = f(22) -2 = 2f(22).

dx
2f(2x)
1+ 22

L (20) = 2g(20) =

2/ (2)
1+ 22

Dengan cara yang sama, . Dari sini diperoleh

2f(2x) = cos(z) +

<= cos(x) = 2f(2z) — 21f_£2§; = 2f(22) (1 1 +12x)
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sehingga diperoleh

2z 4 (14 2x) cos(x)

cos(x) = 2f(2z) - T om = f(2z) - 22 — f(22) = iz

Substitusikan z = %, diperoleh

f(f)__f(z.”> (1+2-%)aﬁ<%)__(1+%).%2 2+ Ve

s
5 2T

Jika fungsi f(x) terintegralkan di interval [a, b], maka
b a
/f(x) dr = —/f(a:) dx.
a b
| Contoh 1.18 | \
d [,
Tentukan — / t° dt.
dx J
\ J

Solusi. Untuk menerapkan Teorema 1.12, perhatikan bahwa variabel x berperan sebagai
batas atas. Namun, pada Contoh 1.18 variabel x berperan sebagai batas bawah sehingga

diperlukan penukaran batas sebagaimana pada Teorema 1.17. Perhatikan bahwa

1 x
/ﬁﬁ:—/ﬁﬁ
T 1

Dari Contoh 1.13 diperoleh

1 x
d d
— ﬂﬁ:——/ﬁﬁ:—3.
da:x/ dx / L

§1.3. Riemann Sums (Jumlahan Riemann)

Misalkan fungsi f(x) yang terdefinisi di interval [a, b]. Partisi interval [a, b] menjadi n subinte-
rval (tidak harus sama panjang) oleh titik-titik a = g < 77 < o < -+ < T, < x, = b, di
mana Ax; = x; — x;_1. Sekarang, terdapat n subinterval, yaitu [xg, z1], [T1, 22, -+, [Tn_1, Tn]-
Di setiap interval [z; 1, x;], ambil sebarang titik Z;; yang disebut sebagai titik sampel dari
subinterval ke-i. Maka jumlahan

n

Rp =Y f(T) Ax; = f(T1) Axy + [ (T2) Ao + -+ + [ (Ty) Azyy

i=1

Responsi Kalkulus I — 2023,/2024 9



Wildan Bagus Wicaksono
Yehezkiel Gibrael Davin Garin
Zahra Nazila Annisa 1 Review Dulu

disebut sebagai Riemann Sum (Jumlahan Riemann) dari f yang berkorespondensi dengan
partisi P. Berikut merupakan ilustrasi partisi pada suatu jumlahan Riemann dengan empat

partisi interval.

A

Contoh 1.19 |

Tentukan jumlahan Riemann dari f(z) = x + 1 di interval [0, 3] dengan titik-titik partisi
intervalnya adalah 0 < 1 < 2 < 3, serta titik sampel Z; merupakan titik tengah dari

subinterval ke-1.

Solusi. Dari soal, diberikan xqg =0, 1 = 1, 5 = 2, dan x3 = 3. Dari sini,
Awlle—l’ozl, A$2:ZE2—J]1:2—1:1, AJ]3:I3—I2:3—2:1.

Interval [0, 3] yang dipartisi oleh 0, 1,2, 3 menjadi tiga subinterval [0, 1], [1, 2], dan [2,3]. Pada

soal titik sampel yang diminta merupakan titik tengah dari subinterval, yaitu

0+1 1+2 243
2 s Yy 2 9 ’ €3 9

1= 2,5.
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\/

Diperoleh jumlahan Riemann dari f(x) atas partisi tersebut adalah

3
> [ (@) Awy = f(71) Awy + f (73) Ava + [ (73) Ay

=1
—1.54+25+3.5

78]

v
| Contoh 1.20 | .
Tentukan jumlahan Riemann dari f(z) = 2* — 1 di interval [~2,2] dengan titik partisi
3 3
intervalnya adalah —2 < 5 <-1<0< 3 < 2 dan titik sampel yang berkorespondensi
7 5 1
pada masing-masing intervalnya adalah 77 = 7 Ty = 7 T3 = —5 T, = 1, dan
T
Ty = Z
\ J

7 7 3
Solusi. Interval [—2, 2] dibagi menjadi lima subinterval, yaitu |—2, —4] , [—4, —1] ,[—1,0], {0, 2],

dan [;,2] Diperoleh bahwa

Axlle_x[):i; A.TQZ.TQ—Z’l:
A[L’4:[E4—ZE3:

Selain itu, diperoleh

f(ﬂﬁl)zf<—1>:i)2> f(@)=f<—i>:196, f<x3):f<_;>:_i>
f(@1) = f(1) =0, f(%)_f(jl):i)z‘
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y = f(z)

Diperoleh bahwa

z3

3

33 1

140 S+

2

1.4. Integral Tentu Lanjutan (Pengayaan)

16 2

185
16 |

Definisi 1.21. Misalkan diberikan suatu partisi P pada interval [a,b]. Notasikan || P||, norm

dari P, yaitu menyatakan interval terpanjang pada subinterval pada partisi P. Pada Contoh
3
1.6 diperoleh || P|| = 1, sedangkan pada Contoh 1.7 diperoleh ||P|| = 5

Definisi 1.22 (Integral Tentu). Misalkan fungsi f(z) yang terdefinisi di interval [a, b]. Jika

||P||—>0

ada, maka fungsi f(z) terintegralkan di [a,b].

hingga b diberikan sebagai

Zf T;) Ax;

/f dr = lim fozAI’L

1Pl|—0

Selanjutnya, integral tentu pada f(z) dari a

Adapun hubungan integral tentu dengan jumlahan Riemann juga dapat dituliskan sebagai

b

[ 1) de = lim S f (@) Aa.

n
a
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Misalkan f(x) terbatas di interval [a, b], yaitu terdapat M > 0 yang memenuhi |f(z)| <
M untuk setiap x € [a,b]. Jika f(z) kontinu di [a,b] kecuali di titik-titik tertentu yang

banyaknya berhingga, maka f(x) terintegralkan di [a, b].

Dari Teorema 1.10 dapat diperoleh bahwa fungsi berikut pasti dapat terintegralkan di

sebarang interval [a, b]:
1. Fungsi polinomial, yaitu f(z) = apz" 4+ ap_12" " + - - + a1z + ao.

2. Fungsi sinus dan cosinus, yaitu g(z) = sin(z) dan h(z) = cos(z).

P(z)

3. Fungsi rasional, yaitu f(x) = o) di mana P(z), Q(z) merupakan fungsi polinomial dan
x
Q(z) # 0 untuk setiap = € [a, b].
Di beberapa contoh selanjutnya akan diberikan contoh soal yang dikerjakan menggunakan
Definisi 1.9. Dengan memahami penggunaan Definisi 1.9 dapat menjadi penyelamat saat

menghadapi bab aplikasi pengintegralan. Sebelumnya, pembaca memerlukan beberapa identi-

tas penjumlahan yang akan sering digunakan, yaitu

U n(n—irl)’ 32 n(n+1)(2n+1)7 Z":Z{,}:(n(n—l—l))%

1 = —
7 2 = 6 2

)

Mengubah Integral Tak Tentu Menjadi Jumlahan Riemann

b
Untuk mengubah / f(z) dz menjadi jumlahan Riemann dapat mengikuti prosedur ber-

ikut.

b—a

1. Buat sebanyak n subinterval di mana panjang masing-masing intervalnya

Sekarang, diperoleh subinterval

b— b— b— b—
la,a—i— a], [a—l— a,a+2- a]’ e [a+(n—1)~ a,b
n n n

n

serta misalkan x¢y = a dan x,, = b.

2. Sebagaimana sebelumnya, Az; menyatakan panjang dari interval ke-i, yaitu Ax; =

a
untuk setiap ¢ = 1,2,--- . n.
n
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h—
3. Dari nomor 2 diperoleh z; — z;_1 = Ax; = a‘ Diperoleh
n
To = a
b—a b—a
T = To+ =a
n n
b—a b—a
Ty =1 + =a+2-
n
b—a b—a
T3 = Ty + =a+3-
n n

4. Pada masing-masing subinterval, buat persegi panjang dengan lebar Az; dan pan-
jang f(x;). Diperoleh bahwa luas persegi panjang tersebut adalah f(z;)Ax;. Ke-

mudian, jumlahkan semua persegi panjang yang terbentuk.

5. Diperoleh

b

/f( ) dx = hmeycl YAx; = hmzf<a+b—ai>.b—a'

J p n n

Contoh 1.24 ]

4

Tuliskan / (14 z) dx sebagai jumlahan riemann dan tentukan nilainya.
1

Solusi. Tulis f(zr) = x + 1. Partisi interval [1,4] menjadi n subinterval yang sama panjang.

= — untuk
n n

Perhatikan bahwa panjang masing-masing subintervalnya adalah Az; =

3k

1=1,2,--- ;ndengan xo = 1 dan x,, = 4. Perhatikan bahwa z;, = 1+— untuk £ =0,1,--- | n
n

Maka

” 3 n 3¢\ 3 " /3 9% "6 L)
3 A 1T 1 i) — (2 ) —_— = ( > = — —_—
Zzzlfx i 1:21( +x>n ; +n n Z:ZI n+n2 izzln—i_izzlrﬂ
Perhatikan bahwa
U gy g IRzt w5 nt9
= n = n? n? n? 2n
Di sisi lain,
6+6+--+6
zn: g sebanyak n _ 6£ — 6
n n n

=1

Responsi Kalkulus I — 2023/2024 14



Wildan Bagus Wicaksono
Yehezkiel Gibrael Davin Garin
Zahra Nazila Annisa 1 Review Dulu

Diperoleh

4
" In+9 9+ 2 9 |21
1/(1+m)dx:7}Lr§O;f(xi)Axi:Ji_)rrolo<6+ n2+ >:hm <6+ 2"):6+:2.

n n—oo 2

Hal ini dapat diverivikasi langsung dengan

/ 1,78 1 1
/(1+x)dx:{x+x2} :<4—|—-42)—(1+
/ 2 I 2 2

Contoh 1.25 |

Tentukan luas daerah yang berada di bawah grafik y = 22 + 1 dan di atas sumbu-z pada

interval [0, 1] menggunakan metode partisi.

Solusi. Perhatikan beberapa partisi interval [0, 1] berikut yang mungkin dan bentuk persegi

panjang sebagaimana pada gambar berikut.

Yy ) Y ) Yy ) Yy )
A y=a"+1 A y=xz"+1 A y=a"+1 "\ y=z"+1

N R

—

Partisi interval [0, 1] menjadi n subinterval yang sama panjang, di mana masing-masing pan-

b—a 1-0
jangnya adalah = = —. Pilih titik-titik yang mempartisi intervalnya sebagai
n n n
0 1 2 3 k n
xOZO:—’ a;’l:—’ .7;2:*7 :B3:*, ey xk‘:77 s xn:izl
n n n n n n
Kemudian, panjang masing-masing subintervalnya adalah
1 1 1
Ary = x1—10 = w’ Ay = 19— = n Az = xp—Tp-1 = ’ s ATy =Tp—Tp = —

Sekarang, subintervalnya

I e A o e et |

Perhatikan persegi panjang ke-i pada ilustrasi berikut.
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Ti—1 T1

M —

AQ?Z'
1
Persegi panjang tersebut memiliki lebar Az; = — dan panjang f(z;) = 27, + 1. Oleh karena
n
itu, luas persegi panjang ke-7 adalah
1 1 (4 i? 1
_ 2 R - 1
fla)Az; = (22 +1) — == <n2 + 1) =5+
Maka luas total dari semua persegi panjang adalah
Sreisn=3 (Lt =2 D
xX; T; = — — | = -
i=1 S\’ n -

Perhatikan bahwa

Zn: 2 14240 2rtliZntl) _(n+1)@2n+1) 202 +3n+1
—pd n3 B n3 B 6n2 B 6n2 '
Kemudian,
14141
i 1 _ sebanyak n _ E —1.
=n n n
" 2n% 43 1
Jadi, Y f(z;)Az; = W + 1. Dari gambar sebelumnya yang memperlihatkan empat
=1 n

macam partisi pada interval [0, 1], semakin banyak partisi yang dibuat (n — oc) akan menda-
patkan nilai luas yang sebaik/sedekat mungkin. Oleh karena itu, luas daerah yang berada di

bawah grafik y = 2° + 1 dan di atas sumbu-z di interval [0, 1] adalah

S . (2n*+3n+1 (2434 L
Himn 2 S (@) Aws = lim, <+1>:hm (n6n2+1 _

6n2 n—00

4
1=|-|
* 3

2
6
Hal ini dapat diverivikasi menggunakan integral tentu, yaitu

nli_{goif(xi)Axi:/lf(x) dx:/1<x2—|—1) da = [§x3+x];= <;+1)—<;-03+0) :.
i= 0 0

v
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Contoh 1.26 }

Tentukan luas daerah yang dibatasi oleh y = 2* — 1 dan sumbu-z dengan metode partisi. }

Solusi. Perhatikan bahwa titik potong y = 7> — 1 dengan sumbu-z adalah (1,0) dan (—1,0).

Partisi interval [—1, 1] menjadi n subinterval, di mana panjang masing-masing subinterval ada-

lah Ax; = == _ 2 Tulis

n n

2 4 2k
ro=—-1, r1=—14+— x9=—-14— -, p=—-14— -, x,=1
n n n

Perhatikan persegi panjang ke-i pada gambar di kanan bawah. Perhatikan bahwa lebar persegi
2 21 4 2
panjang adalah z; — x;_1 = Az; = —. Perhatikan bahwa f(z;) =1 — (2) =1— —. Dari
n
gambar terlihat bahwa f(z;) < 0, dlperoleh bahwa panjang persegi panjang tersebut adalah

P = —fa) =22y,

<

Ax;

Diperoleh total luas persegi panjang adalah

Slsian =3 (3 1) 2=y (55 - 2) =320 o522 ey L 0y

2 3 "
i=1 i=1 \ T n n n i=1 i=1 i—1

Perhatikan bahwa

2”:752_12+22+~--+n2_n(n+1)6(2mr1)_(n+1)(2n+1)_2n2+3n+1
3 n3 B n3 B 6n2 B 6n2 '
Di sisi lain,
242442
ig _ sebanyak n _ 2£ -9
—n n n '
Jadi,
2n? + 3n + 1 . (2+2+1 2 7
,}LHC}OZ’JC |Amz—hm <Em2+2>_nh—g>l°<6+2 :6+2: 3|
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Mengubah Jumlahan Riemann ke Integral Tentu

Untuk mengubah S = nlg& Z f(x;)Az; ke integral tentu / f(x) dzr dapat mengikuti
i=1
prosedur berikut:

1. Tentukan f(x) yang bersesuaian.

b—a

n

2. Tentukan a = zo dan b = x,, serta Azx; =

Contoh 1.27 ]

.2 1
Tentukan lim Z < + 1)

n—oo n n

Solusi. Dari soal, perhatikan bahwa f(z) = 2° + 1 dengan x; = L Diperoleh a = ¢ = 0 dan
n

b—a 1

b=z, =1 serta Az; = = —. Dari sini diperoleh
n

n

n (2 1 1 L 4
I . 7:/ :{3 }:( 1)- 2]
ninolo;<n2 >n / 7+ 1 gt =3 +l) - (0+0 =3

v
Contoh 1.28 |
47 1
Tentukan 1 ———.
entukan 1mz<n3 n)
4 n
Solusi. Perhatikan bahwa Z (23 - ) > (4 ) . Tulis f(x) = 42* — 1 di mana
n =1
1—-0 1
T; = l. Diperoleh g = — =0dan b =z, = n_ 1 serta diperoleh Ax; = = —. Dari
n n n n n

sini

n i : 4 L/ 4 1
li 4.1 —1 7:/4 _1 [ —] :(-13—1)—<-03—0):.
nggi}( M ) S 30 T, T3 3 3

4 " (12i7° 1
Solusi alternatifnya, perhatikan bahwa Z <Z — 1) =) ql] - 1> —. Tulis f(x) =2*—1
— \ln n

n? i=1
b—a 2 . .
dengan z; = — sehlngga diperoleh a = o = 0 dan b = z,, = 2 serta Ax; = = —. Tinjau
n n n
n (12i12 11, & (212 N2 17, 11, 12 1
i3 (2] 1) =2 (3] 1) 2 =a ) = ] =5
v
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2. Latihan Soal

2 3
1. Diketahui /(ax —b)dx =4 dan /(m2 + 2b)dx = 10. Tentukan nilai dari 3a + 6b.

0 1

2. Tentukan hasil dari integral tentu dan tak tentu berikut.

(z = 2fal) o @ f(wvi-Sv o) e
(). [ sin(~2¢) cos(~32) da.

(a).

(b).

C‘@\w *l—‘\..m

1
3. Tentukan / f(z) dr di mana
o

2c+1, jika —-1<x<0
f(z) = y :
1, jika 0<z<1

4. Diketahui f'(z) = 2® + 42 + 2 dan f(3) = 35. Tentukan fungsi f(x) tersebut.

5. Dengan menggunakan konsep teorema fundamental, tentukan nilai dari:

T

(a). e / (y2 - y) dy]- (c). p [/ sin(u) cos(u) du]

12023

(b). 4 /xsin2(t) dt]. (d). dd /sin(t) dt

6. Tentukan fungsi f : [1,00) — R yang memenuhi

3z

/tf(t) dt:x2+2/2f(t) dt

1

untuk setiap bilangan real z > 1.

7. (Kuis 2022) Misalkan f adalah fungsi yang diberikan oleh f(z) = 42 + 1. Hitunglah
jumlah Riemann fungsi f pada interval [—2, 2] dengan menggunakan partisi sembilan titik

dan interval bagian sama panjang, serta titik tengah sebagai titik sampelnya.

8. Tentukan jumlah Riemann fungsi f(x) = = + 3 pada interval [0,1] yang dipartisi oleh
1 1 3
titik-titik zog = 0, x1 = 3 To = 5 T3 = 7 dan x4, = 1 di mana titik-titik sampelnya
1 1 3 4
adalahfl:TO,TQ 5,73:57(1&11?4*5.

9. Nyatakan masing-masing integral tentu berikut sebagai jumlahan Riemann.
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(a). [ 2? du. (c). /Sdf

\w

(b). /l(x —2) d. (d). 7m dx.

10. Nyatakan masing-masing integral tentu berikut sebagai jumlahan Riemann, kemudian
tentukan hitung nilai jumlahannya. Bandingkan hasilnya apabila langsung dihitung dari

integral tentunya.
1 4

(a). / ( +2) da. (o). / 2% du.
0 2

(b). <{L’2 — 1) dx. (d). /(x—i—a:Q) dx.

ll\D\c.o

11. Hitung luas daerah yang dibatasi oleh garis y = z, sumbu-z, dan garis x = 3 dengan

metode partisi.

12. Hitung luas daerah yang dibatasi oleh sumbu-z dan grafik y = 1 — 2% dengan metode

partisi.

13. Diberikan fungsi f(z) dan g(z) yang terintegralkan di interval [a,b]. Perhatikan dua
gambar berikut dengan A dan B menyatakan luas masing-masing daerah yang diarsir.
Daerah pada gambar kiri terletak di atas sumbu-z, sedangkan daerah pada gambar kanan

terletak di atas sumbu-z. Dengan metode partisi, buktikan bahwa

b

A:/f(x) dr dan B:—/bg(x) dx.

a

S et S2 " b
-~ B
A
—
y=g(x)
a b

14. Memanfaatkan soal nomor 13, tentukan:

(a). Luas daerah yang dibatasi oleh y = 2° — 4 dan sumbu-z.
(b). Luas daerah yang dibatasi oleh y = 2 dan garis z = 2.

(c). Luas daerah yang diarsir sebagaimana gambar berikut.
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y=x

15. Diberikan fungsi f(z) dan g(x) yang terintegralkan di interval [a,b]. Gambar berikut
menunjukkan grafik fungsi y = f(z) dan y = g(x) di interval [a,b]. Gunakan metode

partisi untuk menunjukkan bahwa luas daerah yang diarsir adalah

b
J(7@) = g(a)) da.
St

16. Manfaatkan nomor 15 untuk menentukan luas daerah yang dibatasi oleh:

(a). y = dan y = 2°.
(b). y = 2° dan y = 2%

(¢). y=1+2*dany=1—2°

17. Ubahlah deret berikut menjadi integral tentu, kemudian tentukan nilainya.

Ny 1 "1 km
i > (2 41) - d). (ONMIPA 2007) lim 3"~ .
o 5, @ s ()
(92 3 i
(b). J:Hgo;(ﬁ”)n- e-Jg&Z P}
X (442 1 \/n2+82
(©)- Jim 2 (le*) n - JEI;OZ
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