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Ringkasan

Modul ini akan membahas secara ringkas tentang turunan: definisi turunan, tu-
runan sepihak dan eksistensinya, sifat-sifat, turunan fungsi trigonometri, turunan tingkat
tinggi, aturan rantai, dan turunan fungsi implisit. Perlu diingat bahwa modul ini jangan
dijadikan patokan untuk belajar karena hanya sebagai ringkasan. Lebih baik Anda
membaca terlebih dahulu versi lengkapnya pada referensi tertentu, seperti buku oleh cak
Purcell atau cak Thomas. Sebagai latihan tambahan, contoh soal dapat dicoba terlebih
dahulu hingga benar-benar menyerah (atau sudah selesai). Jika tidak berhasil menyelesa-
ikannya, maka ikuti alurnya dan jangan sekedar dibaca, namun sambil menulis seakan

dikerjakan sendiri.

§1. Review Dulu

§1.1. Definisi

Definisi 1.1 (Turunan). Turunan dari fungsi f di z = ¢, dinotasikan sebagai f’(c), didefinisikan

sebagai

F0) — tim LR = 1),

h—0 h

()

Fungsi f(x) terdiferensial di x = ¢ apabila nilai limit dari (x) ada.

Menggunakan definisi di atas diperoleh fakta pada teorema berikut.

Jika f(x) terdiferensial di # = ¢, maka f(z) kontinu di z = c.

<y 4

d
Selanjutnya, turunan dari f(z) dituliskan juga sebagai f'(x) = . () = I (x) = —f

dx

§1.2. Turunan Sepihak dan Eksistensinya

Sebagaimana dalam limit sepihak dan eksistensinya, demikian juga turunan sepihak dan eksis-

tensinya.

Definisi 1.3 (Turunan Kanan-Kiri). Diberikan fungsi f(z) yang terdefinisi di interval (a,b)

dan ¢ € (a,b). Turunan sisi kiri dari f(z) di z = ¢ didefinisikan sebagai

Sedangkan, turunan sisi kanan dari f(z) di = ¢ didefinisikan sebagai

f’<c+) _ iy Lot ) = flo)

h—0+ h
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Dalam modul ini, akan didefinisikan pula
df dft _ af , _ af~
PE) =L =T () =L ) -0
dft af~

Sebagai saran, notasi chC dan A perlu dituliskan apabila diperlukan.
x x

Dengan membandingkan Definisi 1.1 dan Definisi 1.3, eksistensi dari turunan dapat

diperoleh dengan menunjukkan hal berikut.

Eksistensi Turunan

Untuk memeriksa apakah f(x) terdiferensial di x = ¢, perlu ditunjukkan bahwa:
(a). f(c) ada.

(b). f’ (c*) dan f’ (c’) masing-masing ada.

(c). f' <c+) = f <c_>.

Soal-soal yang dihadapi yang mempertanyakan eksistensi turunan biasanya pada soal ber-

tipe fungsi bercabang (piecewise function).

,[ Contoh 1.4 ]

N
Periksa apakah f terdiferensial di z = 0 di mana
22 —3, >0
fz) = :
2023, x <0
. /
Solusi. Perhatikan bahwa
_ o fO+h)—f0) o f(R)—fO) . (R*=3)—(0°-3) . 1
/ _ _ — — o
/ (O ) - hlgéq_ h N hlgél— h hlggl— h hlgél— h >

yang mana limitnya tidak ada. Karena f (0’) tidak ada, hal ini telah menyangkal kondisi

yang harus dipenuhi agar terdiferensial. Jadi, f ’tidak terdiferensial‘ di z = 0. \/

,[ Contoh 1.5 ] N

Periksa apakah fungsi f terdiferensial di x = 1 di mana

f<x>={ o=l

—2*+2, <1
g J

Solusi. Perhatikan bahwa

Cla o fA4+R)—f1) . (I+h)P*-1* . h*+2h B B
f (1 ) - h11>0+ h o h11>0+ h - hh—glﬂL h N hh—gl+(h+2) =0r2=2
Di sisi lain,
_ _ f+h-f1) . —(Q+hP4+2-1>  —h2—2n
! _ — m — - = —N— = —
f (1 ) - hlim— h o hliof h - hh—gl* h hh—>r(I)1*( h 2) 2
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Karena f’ (1+) # f (1‘), ini berarti f |tidak terdiferensial | di 2 = 1. v

Menggunakan definisi dan meninjau eksistensi turunan dapat dibuktikan pernyataan ber-
ikut.

1

(a). Fungsi polinomial f(x) = a,2" +an_12""" - - +a12 +ag terdiferensialkan di mana-

mana (selalu terdiferensialkan di z = ¢ di mana ¢ sebarang bilangan real).

(b). Misalkan p(z) = apz™ + @p_12™ ' + -+ + a1z + ag dan ¢(z) = bpx™ + b_12™ * +
oo+ bz + by, tulis

Cp(r)  apa™ +apqa" 4+ ax+ag
q(r)  bpa™ + by ™ 4 b+ by

Fungsi ¢g(x) terdiferensialkan di sebarang x = ¢ asalkan ¢(c) # 0.

§1.3. Sifat-Sifat Turunan

Menggunakan Definisi 1.1 dapat diturunkan sifat-sifat berikut.

(a). ic = 0 di mana c konstanta.
dz
d a n—1 73: g
(b). L =ne di mana n bilangan real.
x
(c) 4 sin(x) = cos(x)
- = :
(d) 4 cos(z) = —sin(x)
. = :

Selanjutnya, dapat diturunkan sifat-sifat lainnya dengan menggunakan Definisi 1.1.

Diberikan fungsi f(z) dan g(z) yang terdiferensial.
(a). (kf)(z) = k- f'(z) di mana k suatu konstan.
(b). (f +9)(2) = f'(z) + ¢'(x) dan (f — g)'(z) = f'(z) — ¢'(2).
(). (f-9)(x) = f(x) - g(x) + f(x) - ¢ ().

£ oy F@ 9@ - @ g o
@ ()@ - lkan g(z) #0.
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Contoh 1.9 ]
Jika f(x) = 32 + 10z — 9, tentukan f'(z) dan f'(1).

J

Solusi. Perhatikan bahwa

_d
 dx

d d d d
/ _ 2 - _ 2 _
() ()= — (32 + 100 —9) = 30" 4 10z — -9,

Perhatikan bahwa

d_ d d
d$3x 3-2x =6z, . Ox 0 0, dxg 0
Dari sini diperoleh | f'(z) = 6z + 10| dan f/(1) =6-1*410-1 =[16]. v
Contoh 1.10 |
Tentukan 4 (x +2) (x2 + 3z + 10)
dx '
Solusi. Misalkan f(x) = z + 2 dan g(z) = 2> + 3z + 10. Akan ditentukan
d / /
1 (f(@)g(2)) = f(2)g(x) + f(z)g'(2).
Di sisi lain, f'() =14+ 0=1dan ¢'(x) =22+ 3-1+ 0 = 2z + 3. Maka diperoleh
d 2 2 2
%(f(x)g(:v)) =1- (a: + 3z + 10) +(+2)(2r+3)=2"+3x+ 10+ (2£E +7m+6)
. d 2 2
yang berarti d—(w +2) (x + 3z + 10) = ‘ 3z° + 10z + 16 ‘ v
x

Contoh 1.11 ]

d
Tentukan e tan(z).

Solusi. Perlu diingat bahwa tan(x) = ii:;g))? misalkan f(z) = sin(z) dan g(x) = cos(x). Maka
akan ditentukan
d flz) _ flx)g(z) — f(z)g'(x)
dx g(x) (9(x))?
Di sisi lain, f'(z) = cos(z) dan ¢'(x) = —sin(x). Ini berarti
4 tan(z) = cos(x) - cos(x) — sin(x)(— sin(z)) _ cos?(z) + sin?(x) _ 1
dx cos?(x) cos?(x) cos?(x)

d
Jadi, %tan(x) = [sec?(z) |
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§1.4. Turunan Tingkat Tinggi

Pada contoh-contoh sebelumnya telah disajikan turunan pertama dari beberapa fungsi f(x),

d,
yang ditulis berupa d—f atau f'(r). Turunan kedua dari f(z) dinotasikan sebagai turunan dari
x

f'(z), dapat ditulis sebagai

L= (L) = e = .

d?f _d (df d
<_> dx

Dengan penjelasan yang sama, turunan ketiga dari f(z) adalah

de d d2f . d " e
(k) = ) = o)

dr3  dr

Begitu pula turunan keempat dari f(z) adalah f"(x) dan seterusnya. Penulisan notasi f'(x), f”(z),

1" (z), f™(x) dan seterusnya dirasa kurang efisien apabila menuliskan turunan ke-n dari f(z)

sebagai f” - (z) di mana tanda petik () sebanyak n. Dalam hal ini, akan dituliskan sebagai
af d*f 3 f d*f & f
(@ ) )] A {CY (=)
d:L’ f (x)7 dx2 f (./L'), d{IJ3 f (,f[,')’ dx4 f (1’.)7 dx5 f (x)7

dan seterusnya.

Contoh 1.12 |

1
Tentukan turunan kedua dari f(z) = 2* + 5z + —.
T

Solusi. Perhatikan bahwa f(x) = 2® 4+ 5z + 2!, tulis

f'(z) = % (ac3 + 5z + x_l) =322 +5- 1+ (=) ? =32 +5—22

Diperoleh turunan kedua dari f(z) adalah

d
f”(x):%(3x2+5—x’2)=3-2x—|—0—(—2)x’3:6x—|—2x’3: 6r + — |

§1.5. Aturan Rantai

Aturan rantai melibatkan komposisi dari dua fungsi yang terdiferensialkan.

Misalkan f fungsi yang terdiferensialkan di x = ¢ dan ¢ fungsi yang terdiferensialkan di

x = f(c). Maka h = g o f terdiferensialkan di x = ¢ di mana

dh, « _dg(f) df _ /
—(2) = o dn =Y (f (@) f'(z).
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Aturan rantai ini dapat diperumum menjadi lebih banyak fungsi komposisi. Sebagai con-

toh, untuk a = f o g o h, maka

da d f(g(n)) dg(h) dh , ,
= R S g = 1 (s0w) ) () )

Contoh 1.14 ]

d 10
Tentukan el di mana y = (a:2 + 3r — 1) :
dx

10

Solusi. Tentunya ini akan sulit diselesaikan apabila harus mengekspansikan bentuk (x2 + 3z — 1) .
10

Misalkan f(z) = ' dan g(z) = 2* 4+ 32 — 1, dari sini diperoleh (mz + 3z — 1) = f(g(2)).

Dengan aturan rantai diperoleh

dy dflg) df)dg o,
b IO gy,

Perhatikan bahwa f'(z) = 102° dan ¢/(x) = 2x + 3, dari sini diperoleh

Zi = ' (9(2)) ¢'(x) = 10(g(x))° (22 + 3) =| 10 (2> + 32 — 1)’ (22 +3) |

Contoh 1.15 ]

d
Tentukan e sin(cos(x)).

Solusi. Misalkan f(z) = sin(z) dan g(z) = cos(x), dari sini diperoleh sin(cos(z)) = f(g(z)).

Dengan aturan rantai diperoleh

d . d flg) _df(g) dg _ :
7 sin(cos(z)) = o dg dr f (9@))9 (z).
Karena f'(x) = cos(z) dan ¢'(z) = — sin(z), maka

CZ sin(cos(z)) = /' (g(x))g'(x) — cos(g(x)) (= sin(z)) = [ — cos(cos(z)) sin(z) |

Contoh 1.16: UTS 2019 |
Tentukan f'(z) di mana f(z) = zv/2z + 1. ]

Solusi. Misalkan g(z) = x dan h(x) = 22+ 1, maka f(x) = g(x)h(x). Ini berarti f'(x) =
g (x)h(z) + g(x)h'(x). Mudah diperoleh bahwa ¢'(z) = 1. Akan ditentukan h'(z), menerapkan

aturan rantai berlaku

d
h = —/2 l=——
(z) dx T 24/2z + 1dx
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Diperoleh

1 27 +1 3z + 1
@) =1V Fita e = oo F 4 2P T

2¢ + 1 V2r + 1 V2r + 1 V2z +1 '

Contoh 1.17: UTS 2019 |

Tentukan f'(z) di mana f(z) = \/cos (3 4 222 — 3x).

Solusi. Dari aturan rantai berlaku

1

d 99 d 99
3 2 _ 3 2
o \/cos (23 + 222 — 3x)” = (az + 22° — 3:1]) :

2\/008 (23 + 222 — 3z)™ dx
Menerapkan aturan rantai sekali lagi

dci: ( 34222 — 33:)99 =99 (x3 + 222 — 3x)98 dci (as?’ +22% — 31‘)

=99 (xQ + 222 — 3x)98 (3x2 +4x — 3) .

Jadi,

d 1
—\/cos (22 + 222 — 32)” =
da 2\/COS (23 4 222 — 3x)"

99 (2% + 222 — 32)" (322 + 4z — 3)
2\/005 (23 + 222 — 3x)”

1.6. Turunan Fungsi Implisit

- 99 (:173 + 222 — 3x> . (3&72 +4x — 3)

Turunan fungsi implisit akan memanfaatkan aturan rantai dan sifat-sifat turunan sebagaimana

pada Teorema 1.7 dan Teorema 1.8. Perhatikan contoh-contoh berikut.

Contoh 1.18 |

d
Tentukan el apabila (wQ — 1) y =2+ 3.
dx

Solusi. Turunkan kedua ruas terhadap z, yaitu

ddx (x2—1>y: ddm@x—i_g)'

d
Mudah diperoleh d—(23: +3)=2-140=2. Disisi lain,
x

(0= 1)u=

d(z?*—1)
dx

-y—l—(xQ—l)‘Zi:(QQ:—O)y+(:c2—1)~Zz

Responsi Kalkulus I — 2023/2024 8
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Dari sini diperoleh

dic (932 - 1) = CZU(Q:E—I—?))
2xy+<x2—1)jiz
(x2—1)jz:2—2xy
Zi‘ - ngfxly ' (1)

2 + 3

Apabila bentuk dari y masih dapat mudah diolah, dalam hal ini y = f+1 disarankan untuk
l’ —_—

disubstitusikan pada (1), yaitu

dy 2-2x-%5  2(2*-1)-22(2r+3) | 22— 62 —2

dv 22 -1 (22 —1)° (z2 —1)°

Hal ini dapat diverivikasi kebenarannya pula dengan

2 -1

dy d (2x+3) (2-140) (2> =1)—(2z+3)(2z—0) | —22>— 6z —2
@1y @17

dr ~ dx -

v

Cczlntoh soal di atas masih mudah untuk memperoleh y dalam bentuk x sehingga menen-
tukan d—y dapat dilakukan seperti contoh-contoh sebelumnya. Sekarang, perhatikan contoh
x
berikut.

Contoh 1.19: UTS 2022 Kalkulus | (dipermudah)

d
Tentukan d—y jika diketahui 222y — 4y> = 4.
x

Solusi. Perhatikan bahwa 22%y — 4y® = 4 <= 2%y — 2y®> = 2. Turunkan kedua ruas terhadap

variabel x, maka

— —2y°) = —2
dx(xy y) dx
dy dy
2 22 6y = =0
my+xdx 4 dx
dy
2 2 _
(6y —x)%—Qajy
d7y_ 2zy
de | 6y? — a2 |

Bentuk di atas dapat diabaikan saja karena menentukan y dalam variabel x akan sulit dite-

mukan. v
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Contoh 1.20: UTS 2021 |

d
Tentukan d—y jika diketahui sin <y> =1+ 2%
x x

Solusi. Turunkan kedua ruas terhadap x, dengan menerapkan aturan rantai diperoleh

doi sin (i) = dci (1 + x2y3>

d d
cos <y> 29y 4 229 + 22—y

x) drx dx
Wop 1 d
x 2 dx
& _ d
cos <y> i T A 22y> + 32y .
T 2 dx

d
Untuk mempermudah penulisan, misalkan A = d—y, akan ditentukan A. Maka
x

Ax —
cos (y) e 5 y_ 227> + 3272 A
x x
<Z> (Az —5) = 22> + 32%y*A
Yy _ Y\ _ 533 4,2
Az cos 1 COS = 22°y° + 3x"y A
x x
Azcos (L) = 321y2A = 243 J
- y* A = 2x°y° + y cos .
y) — 3$4y2> = 22°y> + y cos (i)
) 2233 + y cos (%)
 zcos (%) — 3ziy?

Jadi dy _ 22313 + y cos <%) | v
dr | zcos (%) — 3xty?

2. Latihan Soal

1. Periksa apakah f(x) = |z| terdiferensial di z = 0 atau tidak.

2. Periksa apakah f terdiferensial di x = 0 atau tidak di mana

f<x>={ vzt

—r <0, <0

3. Tentukan @ di mana
dx

Responsi Kalkulus I — 2023/2024 10



Wildan Bagus Wicaksono
Yehezkiel Gibrael Davin Garin
Zahra Nazila Annisa

2 Latihan Soal

(a). f(x) = 22%+ 3 +sin(z). (d). f(z) = sec(z).
(b). f(z) = =3z +/x. (e). f(z) = sin(x) tan(x)
(©) fay=""2 (0). fl@) =2 (a2~ 10) + -

4. (a). Tentukan j (sin(z) + 1)%
x

d
(b). Tentukan e sin(10x).

d
(c). Tentukan . tan®(z).

(d). Jika f(z) = (x2 + 1)3 (mgg -2+ 1), tentukan f'(x) dan f'(1).

d 3x2
. TEntukan — .
(e) ntukan o coS <$ n 2)

d (3t—2\°
(f). Tentukan e (324_5) .
d? d3y
5. (a). Tentukan d—y dan ﬁ dari y = (3z + 5)%.
2

d 3
(b). Tentukan ] sin (x )

(c). Jika f(z) == (1 — x2)3, tentukan nilai dari f”(2).
d?y 1

(d). Tentukan 2 di mana y = T

dx? x
2023
(f). Tentukan Wsin(x).

d2
(e). Tentukan —x sin (W)

d
6. (a) Tentukan d—y di mana y* + 7y = 2%
x
dy . 2 3
(b) Tentukan I apabila 4z°y — 3y = x° — 1.
x

d
(c¢) Tentukan d—y dari zy (x2 + y2) = 30.
x
d2
(d) Tentukan d—‘z apabila 2° — 49* +3 = 0.
x
d2
(e) Tentukan d—g apabila 222y — 4y° = 4.
x

2

d
(f) Tentukan d—z di mana sin(zy) = v.
T
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