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Ringkasan

Modul ini akan membahas secara ringkas tentang limit fungsi: definisi dan pengerti-
an, limit-limit sepihak, eksistensi limit, dan sifat-sifat limit. Selain itu, akan dibahas limit
pada fungsi polinomial, fungsi rasional, fungsi trigonometri, dan limit fungsi yang nilainya
menuju tak hingga. Perlu diingat bahwa modul ini jangan dijadikan patokan untuk
belajar karena hanya sebagai ringkasan. Lebih baik Anda membaca terlebih dahulu ver-
si lengkapnya pada referensi tertentu, seperti buku oleh cak Purcell atau cak Thomas.
Sebagai latihan tambahan, contoh soal dapat dicoba terlebih dahulu hingga benar-benar
menyerah (atau sudah selesai). Jika tidak berhasil menyelesaikannya, maka ikuti alurnya

dan jangan sekedar dibaca, namun sambil menulis seakan dikerjakan sendiri.

1. Review Dulu

Diberikan suatu fungsi f : I — R di mana I menyatakan gabungan beberapa interval dan
¢ € I. Secara intuitif (tidak formal), lim f () = L, berarti saat = sedekat mungkin dengan
¢ (namun x # c) maka f(x) akan sedekat mungkin dengan L. Sebagai contoh, penjelasan

tentang ilir% flz) = 3 di mana f(x) = P dapat diamati dari tabel berikut.

x 0,9 0,99 0,999 1,1 1,01 1,001
f(z) | 0,310345 | 0,331104 | 0,333111 | 0,354839 | 0, 335548 | 0, 333555

Pada tabel di atas dapat diperbanyak sedemikian sehingga nilai x sangat dekat dengan
1 dan dapat diamati bahwa nilai f(z) akan semakin menuju ke 3= 0,3333---. Tentu limit

memiliki definisi formal yang matematis.

Definisi 1.1 (Limit). Misalkan f : I — R di mana I menyatakan gabungan beberapa interval
dan c € I. Maka }an% f(x) = L apabila untuk setiap € > 0 maka terdapat § > 0 yang memenuhi
0 < |z — ¢| < 6 sedemikian sehingga |f(z) — L| < e.

Untuk saat ini, Definisi 1.1 hanya pengenalan saja dan akan dibahas lebih lanjut di mata
kuliah analisis real. Definisi 1.1 tidak akan dikeluarkan di UTS maupun UAS Kalkulus I.

1.1. Limit Sepihak

1
Perhatikan kembali tabel penjelasan lirr% flz) = 3 di mana f(x) = — % Pada tabel ter-
x— T

9 99 999 11 101 1001 )
10’100’1000} {10’100’1000}' o
contoh tersebut, untuk menentukan glg_)n% f(x) dilakukan pendekatan dari arah kiri, yaitu pada

9 99 999 11 101 1001
{10’ 100’ 1000 107100 1000

baik pendekatan dari kiri maupun kanan, nilai dari f(z) = P masing-masing akan semakin
x

sebut dilakukan beberapa uji untuk z € {

}, dan dilakukan pendekatan dari kanan, yaitu { } Ternyata,

1
dekat dengan 3
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Definisi 1.2 (Limit Kanan-Kiri). Definisikan lim f (x) = M sebagai nilai f(z) akan semakin

Tr—cC
mendekati nilai M saat x dibuat sedekat mungkin dengan ¢ di mana x > c¢. Di sisi lain,

definisikan lim f(z) = N sebagai nilai f(x) akan semakin mendekati nilai N saat x dibuat
Tr—Cc—

sedekat mungkin dengan ¢ di mana x < c.

,[ Contoh 1.3 ]

N
Diberikan fungsi f : R — R dengan ketentuan
0 jika 2 <0
flz) = - :
1 jika >0
Tentukan lim f(x) dan lim f(z).
z—0~ z—07t
N J

Solusi. Akan ditentukan 111;[)1 f(x). Ini berarti akan ditentukan pendekatan f(z) ke suatu
z—0~

nilai tertentu, asalkan x sedekat mungkin dengan 0 dari arah kiri. Ini berarti didekati dengan

aturan saat = < 0. Berdasarkan soal, f(z) = 0 untuk = < 0 yang berarti li%l f(z)=0]|
r—0"

Akan ditentukan li%lJr f(z). Ini berarti akan ditentukan pendekatan f(z) ke suatu nilai terten-
z—

tu, asalkan = sedekat mungkin dengan 0 dari arah kanan. Ini berarti didekati dengan aturan

saat x > 0. Berdasarkan soal, f(z) = 1 untuk = > 0 yang berarti liI(I)1+ flz)=1|
T

Diberikan fungsi f(z), jika lim f(z) =L = lim f(z), maka lim f(z) ada dan lim f(z) =
T—C T—Cc™ r—cC T—C
L. Sebaliknya, jika liLn f(z) = L maka lim+ f(z)=L= lim f(x).
Tr—cC Tr—rC Tr—c—

Dari Teorema 1.3 apabila lim+ f(z) # lim f(z), ini menunjukkan bahwa lim f (x) tidak
Tr—C r—c— r—cC

ada.

,[ Contoh 1.5 }
Diberikan fungsi f : R — R dengan ketentuan

0 jika <0
fz) = . :
1 jika >0

Responsi Kalkulus I — 2023,/2024 3



Wildan Bagus Wicaksono
Yehezkiel Gibrael Davin Garin
Zahra Nazila Annisa 1 Review Dulu

L Periksa apakah lir% f(z) ada, jika ada maka tentukan nilainya. J
z—

Solusi. Dari Contoh 1.3 diperoleh lirgl f(z) = 0 dan liI(I)lJr f(z) = 1 yang menunjukkan
Tc—0™ d

lim f(v) # lim f(x). Jadi, lim f(x) tidak ada] v
z—0~ T— T

§1.2. Sifat-Sifat Limit

Misalkan n bilangan asli, k£ suatu konstan, serta f dan g memiliki limit di ¢, misalkan
lim f(x) = A dan il_)ﬂég(x) = B. Maka:

(a). limk = k.
(b). limz =c.
(©). lim kf(z) = klim f(z) = kA.

(@). T (f(z) + 9(@)) = lim f(2) + lim g(z) = A+ B.

Tr—C

(e). lim (f(z) — g()) = lim f(z) — lim g(z) = A — B.

r—cC Tr—C Tr—cC

(O lim (f(2)g(z)) = (tim /(a)

Tr—cC

(&)- }}Hﬁ g(z)  limy_.g(x ) B

(h). lim (f(z))" = (lim f(x))n _y

asalkan B # 0.

Tr—cC Tr—cC

(i). lim {/f(z) = ¢/lim f(x) = VA asalkan A > 0 saat n bilangan genap.

Tr—cC Tr—cC

Definisi 1.7 (Fungsi Polinomial). Fungsi polinomial memiliki bentuk umum
f(x) = apz™ 4+ ap_12" '+ +arw +ag
di mana a,,a,_1,--- ,ai,ay suatu konstanta.

Definisi 1.8 (Fungsi Rasional). Fungsi rasional memiliki bentuk umum

U™ + Q12" L+ -+ arx + ag

f(l') - bmxm + bm_lxm_l —+ -+ blx + b()

di mana a,,a,_1, - ,a1,ag, by, byp_1,- - , b1, bp merupakan suatu konstanta.
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.

Diketahui f merupakan suatu fungsi polinomial atau fungsi rasional dan ¢ suatu konstan.
Jika f(c) terdefinisi, maka lim f (x) = f(c).

.

| Contoh 1.10 | .

Tentukan masing-masing limit berikut.

Solust.

(a)

. 2z + 10 Coxt—4
o)ty (2r =14 S0 @ T
(b). lim (x2+2x—1)2(3—x) (d). lim( ! + ! )
L r2 ' =l \r —2 x—1 )
. . . . 22 + 10 )
. Perhatikan bahwa 2x — 1 merupakan fungsi polinomial dan merupakan fungsi
2 10
rasional yang terdefinisi saat x = 1. Jadi, lim(2z — 1) = 2(1) — 1 = 1 dan lim v
z—1 =1 x—4
2+ 10 12 2 10
U —3. Karena lim(2z — 1) dan lim v masing-masing ada, maka
1 — 5 —4 x—1 z—1 1 —

syarat pada Teorema 1.6 telah terpenuhi. Dari Teorema 1.6 (d) berlaku

. 2z + 10 . . 22+ 10
il_)ﬂ%(Qx—l—i- x_4)—g161_>1r%(2x—1)+11m —1+(—3)—.

=1 1 —4

. Perhatikan bahwa z? + 2z — 1 dan 3 — » masing-masing merupakan fungsi polinomial

yang terdefinisi di x = 2. Jadi, lim (a:2 + 2z — 1) dan lim(3 — ) masing-maing ada di
z—2 T—2
mana lim (3:2 + 2z — 1) =224+2(2) - 1="7dan 11_)1%(3 —z) = 1. Ini berarti syarat pada

Teorema 1.6 telah terpenuhi, kemudian dari Teorema (f), (h) berlaku

by (v +2 = 1) G =) = (1 (o +20-1)°) (G =) Gt D)
- (lii% (2% +20 1)>2 <igﬂg(3 - w)) (sifat )

= (7)* (1)
—[49]

. Perhatikan bahwa 2% — 4 dan = — 2 masing-masing merupakan fungsi polinomial, namun

22 -4 0
tidak terdefinisi di z = 2 karena 55 — 0o Oleh karena itu, perlu dilakukan manipulasi

aljabar. Memanfaatkan sifat a® — b* = (a + b)(a — b), diperoleh

24 2_92 2 -2
x = :($+ )(x ):x—I—Q.
r—2 Tr— 2 Tr— 2

2

Jadi, dalam hal ini lim
=2 ¢ — 2

yang terdefinisi di x = 2, maka 11_>I112(£L‘ +2)=2+2= .

= lir% (x 4+ 2). Karena x + 2 merupakan fungsi polinomial
z—
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(d). Salah satu kesalahan yang umum dilakukan dalam mengerjakan soal ini adalah sebagai
berikut.

Metode Sesat

Perhatikan bahwa lim = —1 dan lim = o0o. Maka

) 1 1 . .
}cbn%(x—2+x—1)_il—>n%x—2+alcl—>n%x—l__1+OO_OO'

Perhatikan bahwa sifat il_)n%(f(l‘) +g(x)) = :161_>n% f(z)+ il_}H% g(x) jika 9161_% f(z) dan glg_}rq g(x)
masing-masing ada nilainya (lihat syarat Teorema 1.6).
Perhatikan bahwa

1 1 (x—1)+ (x —2) 20— 3

)= e T ) @D

Akan ditentukan lir? p(z) dan lir?+ p(x). Pertama, akan diperlihatkan terlebih dahulu
—1- T—

untuk 111{1 p(z). Perhatikan bahwa untuk = sedekat mungkin dengan 1 dan x < 1, maka
z—1—

20 —3 <0,z —2<0,dan x —1 < 0. Ini berarti lil{l p(x) = —oo. Karena lil{l p(z)
z—1— z—1—
tidak ada, dari sini dapat disimpulkan bahwa }}1_% p(z) [tidak ada|.

v

Jika ¢ suatu bilangan real asalkan ¢ berada di domain masing-masing fungsi berikut,
maka
(a). limsin(z) = sin(c). (d). lim cot(x) = cot(c).
(b). lim cos(x) = cos(c). (e). lim sec(z) = sec(c).
(c). lim tan(z) = tan(c). (f). lim cosec(x) = cosec(c).
| Contoh 1.12 | .
Tentukan nilai dari masing-masing limit berikut.
o 2
(a). xh_r)r% sin(x) cos(x). (b). lim cos (95) .
1 2—0 1 + sin(z)
\ J
Solusi.
2 2
(a). Perhatikan bahwa lim sin(z) = sin (E) = £ dan lim cos(x) = cos <E> = £ Karena
=7 4 2 =7 4 2
lim sin(x) dan lim cos(x) masing-masing ada, menurut Teorema 1.6 (f) berlaku
T T
2 2 1
lim sin(z) cos(z) = <lim sin(x)) <lim cos(x)) = <£> <£> ==
% =7 =7 2 2 2
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(b). Perhatikan bahwa lig(l) cos(x) =1, hir(l) sin(z) = 0, dan li_r>r(1) 1 =1. Dari Teorema 1.6 (d)
berlaku lig(l)(l +sin(z)) = ligél + lig(l) sin(z) = 1+ 0 = 1. Dari Teorema 1.6 (g), (h),

maka

fim cosQ'(:c) __ lim,_,o cosé(x) _ (limgyp cos(z))? _ 1? [
=01 +sin(z)  lim, ,o(1 + sin(z)) 1 1

Diketahui f, g, dan h suatu fungsi yang memenuhi f(z) < g(z) < h(x) untuk setiap z
=L

g
yang dekat dengan ¢, namun berbeda dengan c. Jika }clg}: f(zx)
lim g(x) = L.

Tr—cC

= lim A(x), maka
T—C

Teorema apit biasanya digunakan untuk fungsi-fungsi yang terbatas, seperti fungsi trigo-

nometri sin dan cos mengingat —1 < sin(x), cos(z) < 1.

Contoh 1.14 ]

1
Tentukan lim z2 cos (—> )
x—0 €T

Solusi. Perhatikan bahwa —1 < cos (—) < 1. Karena 22 > 0, maka —22 < lim 22 cos (—) <

T T—

z?. Karena lim (—xQ) = 0 = lim 2%, berdasarkan Teorema 1.11 berlaku lim z* cos (—) = @
x Tr— T—> €T

<
1
o
o
—

o

o

[a—y
|

sin(x) _

Memanfaatkan Teorema 1.13, berlaku lin%
T— T

Jika lim f(z) ada serta berlaku lim f(z) = A dan lim f(z) = B, maka A = B.

§1.3. Limit Tak Hingga

|

Untuk setiap bilangan rasional positif k£ berlaku li_)m — =0
T—00

| Contoh 1.18 |

24 3r—1 20 — 1 241
Tentukan lim H—m, lim x—, dan lim 2 + )
T—00 x2 -1 z—00 3 +1 T—00 I —

_J

-
\_
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Solusi. Perhatikan bahwa

?+3z -1 1+32-%
lim 5 = lim .
. 3 ) 1
Karena lim <1+—2> =14+0—-0=1dan lim <1—2> =1-0=
360 €T T—00 T
2 _ 3_ 1  lim 1+32 -1
x4+ 3z 1 . 1+ p 22 T—>00 o z2
lim 5 = lim 1 =
Dengan cara yang sama,
. 2x—1 2 _ L
lim z T

T—00 T—r00

2 1 1
Mengingat lim < — ) =0—0=0dan lim <1 + 3) =140 =1. Ini berarti
x

2z

o 2z -1
lim

I R | ey

Perhatikan bahwa

o2+ i 1+x%
h_)rn = lim 5 .

— — —_
T—00 1 :cooz po

1 1 1
Karena g}l)rrolo (1 + 2) =140=1dan lim ( — > = 0, ini berarti xli

1

3 m 5 ””12 = 00 yang
€T T—00 \ v €T —00 = — b~
berarti nilai limitnya . \/
Contoh 1.19 |
Tentukan lim (\/:C2 + 27 — Va2 — 3z + 1) :
Solusi. Akan digunakan sifat a® — b* = (a + b)(a — b). Perhatikan bahwa
242 2-3 1
\/x2+2x—\/x2—3x+1:(\/x2+2x—\/x2—3x+1)-\/x+ Tt Ve v
Va2 +2x 4+ Va2 -3z +1

(@4 2z)— (2 = 3w +1)
Va2 +2x 4+ Va2 —3x+1
2?4+ 22— +3r—1

T VaPt2r 4+ Vi 3z 41
or —1

T VaPt2r+ Vi 3z 41
5_1

:\/1+§+\/1—§+x—12'

Karena
3

T—00 T—00 T—00

x
dari sini diperoleh

2 = :
im = — 2|
e le2p -2+ L VIHVD |2
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2. Latihan Soal

Standar

1. Grafik dari fungsi y = f(z) tertera sebagaimana gambar berikut.

N -t
L

Tentukan manakah limit atau fungsi berikut yang memiliki nilai. Jika ada, tentukan

nilainya.

(@). lim f(z). (@), lim, f(z). (8). lim f(a).
(b). lim f(2). (©). S(1). (h). J(~1).
(c). f(0). (). lim f(z). (1). lim_f(z).

2. Grafik dari fungsi y = f(x) tertera sebagaimana gambar berikut.

AY

I

e s O

3 et |

9 \|I'

- i \ 1\
]— I|| \\"m.h
R I [ Y e
& el ookl 3 2RE Sk

; I

=N |

-3 - |

1L |

Tentukan manakah limit atau fungsi berikut yang memiliki nilai. Jika ada, tentukan

nilainya.

(8). f(-2). (d). 3). (5). lim f(z).
(b). £(=3) (©). lim f(x). (). lim ().
(). lim f(z). (f). lim f(z). (1). lim_f(z).
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3. Diberikan

—X

fz) =

jika

x jika

1+ 2 jika

<0
0<xr<1 .
rz>1

Tentukan manakah nilai limit atau fungsi berikut yang memiliki nilai.

(@) ) (@ Jim fl)
) 1 (5) (©) lim f(z).
(c) f(3). () lim f(z).

(g) lim f(x).

r——1

(h) lim f(z).

r—1t

4. Definisikan |z | sebagai bilangan bulat terbesar yang lebih kecil dari atau sama dengan x

di mana x bilangan real. Sebagai contoh, |2| =2, [5,23] =5, dan |—7| = —4. Periksa

apakah lin% |z] dan lim [z] memiliki nilai limit atau tidak.
z— P

2

] |z]

x
5. Periksa apakah hgjll — dan lin% — ada atau tidak. Jika ada, tentukan nilainya.
x x

€T T—r

6. Diketahui lim f(z) = 2 dan lim g(z) = 3. Tentukan:
z—1 z—1

(a). im(f(z) + 2¢9(z)).

rz—1

(0). lim (2 () — 3g(a)).

7. Tentukan nilai limit berikut (jika ada).

(a). }:11)1% <x+ ;)

22 — 3z +2\°
i _ .
(b) 1m< poR )

-4 x-3

(c). alci—%(x—Q +x2—4>'

8. Tentukan nilai limit berikut (jika ada).

(a). lim tan(zx).

x—0

(b). lim — 0@

=% 1+ cos?(x)

sin(z) + cos(x)

(c). xg_% \/m )

9. Tentukan nilai limit berikut (jika ada).

Responsi Kalkulus I — 2023/2024

(c). 1
(d).

. lim

. lim

)
() + g(0)

i (75 )

x4 227
lim

' z—>2\/§—2

23+ a2+ —1

31
Climy 1+
z—1 r—1

cos?(z)
z—2 1 —sin(z)’

tan(z) + 1

eI sec(r) + sin(z)

tan?(z)

~a—=0 sin(z)
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10.

11.

12.

13.

14.

(a). lim sin(3x)
" 250 €T ’
2
lim tan®(9x) .
20 x2 cos(x)

(b).

(c). lim (22 — m)cosec (x - ;T) :

=3

Tentukan nilai limit berikut (jika ada).

. 2x—3
lim )
20t — 22 + 8z
5zt + 7
Oy —
(©). lim 22 VT
x—)oo1/l‘2+ _7

(a).

lim
r—r00

(b).

Tentukan nilai limit berikut (jika ada).

lim
r—r00

(a). (\/x2+3m—1—\/x2+4m—1).

(b). lim (V922 +1— V422 +1).
Tr—r00
Tentukan nilai limit berikut (jika ada).

(a).

. . (1
lim z sin ()
T—r00 x

] 1
lim & — z cos <)

T—r00 x

(b).
Tentukan nilai limit berikut (jika ada).

(a). lim z* cos (2>

x—0 x
(b). lim 5% — sin(3x)
A T2 + 10

Buktikan bahwa

gﬁlggO (\/a:v2+bx+c— \/p$2+q{B—|—T> =

Responsi Kalkulus I — 2023/2024 11
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A

. lim

z—0t

. lim

i L)
z—0 €T

lim tan(x.) 3— sin(x)
20 sin®(x)

sin(x) — cos(x)

m1—>§ 4r — 7 + 4sin(z)

V322 +6

. lim .
2% 4422
. llm —_—.
z——o00 | — H3
. A +x+8
. lim )
T—r00 71.4 + 1.2 + 6

lim (:v— Vaz? + 6z — 1).

oVt 4+ 323 — 222 — Vat + 222
m .

T—00 rz—1

2 1
. lim 22 tan? () sec ()
T—r00 €x x

4 cos (%)
70 1 sin (i) + xsin (§> .

T

% cos (x_%).
3z + sin(x)
v 1 4 cos(x)

lim z

oo jika a>p

b—q .

ika a=p .
Ja ! b
—oo jika a<p
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Sulit Dikit Ga Ngaruh

15. Jika a dan b menyatakan suatu bilangan real yang memenuhi lirr%

tentukan nilai @ dan b.

ar® +br —1 3

2 —1 2’

16. (SadharCalL 2021) Jika limit fungsi f(z) di bawah ini ada untuk z = 0 dan x = 2 di

mana

fz) =

Tentukan nilai dari b -+ c.

20 jika

0 jika

ba? +c jika
3 —8

—°_ jika

Vi3

x <0
rz =20

O<e <2 -

T > 2

sin ((2n + 1)7r\/§> — sin (71'\/5)

17. (Mission 2022) Tentukan lim

—00

18. Tentukan

2n sin (7T\/§>

lim (\“7:1;3—#3132—#53:—1—\:7x3—5x2+4x—1).

T—00

sin(7 cos?(x)) |

19. (JEE) Tentukan lim 5
z—0

T

20. (JEE) Definisikan |z | sebagai bilangan bulat terbesar yang kurang dari atam sana dengan

x. Jika suatu bilangan real A € R — {0, 1} memenuhi

lim
z—0

di mana L suatu bilangan real L, tentukan nilai L.

Responsi Kalkulus I — 2023/2024
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