PERSIAPAN UAS PENGANTAR PERSAMAAN DIFERENSIAL

WILDAN BAGUS WICAKSONO

Pada modul ini tidak akan diberikan bukti pada sifat-sifat yang akan digunakan. Disebut sebagai rangkuman
juga tidak tepat karena banyak bagian yang dihilangkan, namun bagian yang disertakan hanya berfokus pada

aplikasi model soal yang biasa digunakan dalam ujian Pengantar Persamaan Diferensial di UB.

1. TRANFORMASI LAPLACE

Diberikan fungsi f(t) yang terdefinisi dan terintegralkan untuk ¢ > 0. Transformasi Laplace dari f, dinotasikan

L(f) atau F'(s), didefinisikan sebagai
o) =F@) = [ e ar

Dari hal tersebut, invers dari transformasi Laplace dari F'(s) adalah f(t) = £7!(F(s)). Transformasi Laplace

dari beberapa fungsi disajikan oleh tabel berikut.

50 [ e | e
F(S) ‘ Sﬂl !

s—a

sin(at) ‘ cos(at) ‘ sinh(at) ‘ cosh(at)
a S a S
2+a? ‘ 2+a? ‘ S2_g2 ‘ 2—_a2

Persamaan Diferensial Biasa dapat diselesaikan dengan transformasi Laplace yang memerlukan sifat-sifat

berikut.

Teorema 1.1 (Sifat Transformasi Laplace).

Misalkan L(f) = F(s) dan L(g) = G(s). Maka berlaku sifat-sifat berikut:

(1) Berlaku sifat linearitas, yaitu jika o, 5 € R berlaku

L(af(t) + Bg(t)) = aF(s) + BG(s).

(2) Jika n bilangan asli,

L(f7) = s"L(f) = 8" (0) = "2 F(0) = .. = 872 (0) = 770 (0).

(3) Pergeseran sepanjang sumbu-s, yaitu

EO@E“):F@—Q)

([rs)-22

(5) Konvolusi, yaitu berlaku L(f * g) s)G(s) di mana

0= [ reoute—

Oleh karena itu, PDB yang melibatkan transformasi Laplace akan diberikan nilai-nilai £(0), f/(0),..., f*~1(0).

(4) Berlaku
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2. SisTEM PERSAMAAN DIFERENSIAL BiasA

Dalam pembahasan ini akan diperkhusus sistem PDB homogen dua dimensi, yaitu dengan bentuk

dx dy
- = P - = .
7 T + Qy, v Rx + Sy

Adapun langkah-langkah menyelesaikannya adalah sebagai berikut.

(1) Tulis ulang sistem sebagai

d |z P Q| |z dx
— — _— — = AX
dt y R S y dt
x
dengan x = dan A = @ .
y R S
(2) Cari nilai eigen dari matriks A, misalkan \; dan A5. Hal ini dapat ditentukan dengan menyelesaikan
1 0
det(A — Al3) = 0 dengan I = .
0 1

(3) Dari masing-masing nilai eigen, cari vektor eigen k; dan ks yang bersesuaian.
(4) Ada tiga kasus yang mungkin untuk penyelesaiannya:

(a) Jika A1, A9 bernilai real yang berbeda. Maka penyelesaiannya adalah
X = Olkl(i)\lt + CQkQG/\Qt.

(b) Jika Ay, A2 bernilai real dengan \; = Ay = A. Tentu vektor eigen dari masing-masing nilai eigen
yang bersesuaian menghasilkan vektor eigen yang sama, yaitu k; = ko = k. Namun, diperlukan

langkah tambahan, yaitu menyelesaikan 1 # 0 yang memenuhi
(A= AL)l =k

Maka penyelesaiannya
x = C1keM + Cy (kt 4 1) eM.

(c) Jika A, \o tidak bernilai real. Nyatakan x = k;e*'? dalam bentuk M + iN, diperoleh solusinya
adalah

X = ClM + CQN

(5) Substitusikan pada nilai awal yang diberikan.

3. PERSAMAAN DIFERENSIAL PARSIAL: METODE KARAKTERISTIK

3.1. Masalah Pertama. Misalnya diberikan permasalahan

Ou , b(m)% = ue(z, t) +d(z, 1), ulz,to) = f(2).

a(z,t) o

Untuk menyelesaikannya dapat mengikuti langkah-langkah berikut.

(1) Tentukan persamaan karakteristik dengan syarat awal:

ox
s
ot
ds

= a(x,t), x<037_) =T,

=b(z,t), t(0,7) =t
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% =uc(s) +d(s), u(0,7)=u(z,to) = f(7).

(2) Selesaikan sistem di atas.

(3) Ubahlah u(s, ) menjadi u(x,t).
Masalah Kedua. Misalnya diberikan permasalahan
a(x,t,u)% + b(x,t,u)% =c(z,t,u), wu(z,ty) = f(z).

(1) Tentukan persamaan karakteristik dengan syarat awal:

ox

g—a(xﬂﬁu)v .’13(0,7')—7',
ot

55 = b(x,t,u), y(0,7)=to,
Ju

g —C(l’,t,u), ’LL(O,T) _f(T)

(2) Selesaikan sistem di atas.

(3) Ubahlah u(s, ) menjadi u(x,t).

4. LATIHAN SOAL

(1) (UAS 2021). Selesaikan masalah nilai awal berikut menggunakan Transformasi Laplace.
y' +y=8cos(z), y(0)=1, ' (0)=-1
(2) (UAS 2022). Dengan menggunakan transformasi Laplace, selesaikanlah masalah nilai awal berikut:
Py dy

72 + pri 2t = 3cos(3t) — 11sin(3t), y(0) =0, ¥'(0)=6.

(3) (UAS 2023). Dengan menggunakan transformasi Laplace, selesaikan masalah nilai awal berikut:
y" +y=rcos(2t), y(0)=1, ¥'(0)=0.
(4) (UAS Mat 2023). Selesaikan masalah nilai awal berikut menggunakan transformasi Laplace:

y" —2y" + 9y — 18y =4e', y(0)=0, y'(0)=0, y"(0)=1.

— =2r-3
dt x Y,
dy

— =2 .
7 T+ Yy

(6) (UAS 2022). Tentukan solusi sistem PDB berikut dengan nilai awal yang diberikan:

d
d—f:x+2y, z(0) =1,

dy

_ _9x 45 0) = 0.
o z+ 5y, y(0)
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(7) (UAS 2023). Diberikan sistem PDB orde 1 linear berikut:

dx

Ry, YV
i r—Y,
dy

Tentukan solusi dari sistem jika kondisi awal diberikan sebagai x(0) = 1 dan y(0) = 2.
(8) (UAS Mat 2023). Tentukan solusi umum sistem persamaan diferensial biasa berikut dengan menggunalan

nilai eigen dan vektor eigen matriks koefisien dalam sistem PDB:

dx dy
— =2z — — =x+2y.
T A TR
(9) (UAS 2022). Dengan menggunakan metode karakteristik, tentukan solusi PDP berikut dengan syarat awal
yang diberikan
O _ 2% 9w 20, ule,0) = sin(z)
— —t"—+2u= u(z,0) = sin(x).
ot Oz ’ ’
(10) (UTS Mat 2022). Tentukan solusi u(x, t) untuk masalah nilai awal berikut:
0 0
a—? - ta—z =z, u(x,0)=sin(z).
(11) (UTS Mat 2023). Tentukan solusi u(z,t) untuk masalah nilai awal berikut dan buktikan bahwa solusi
yang Anda peroleh benar.
0 0
a—? + ta—z = —2u, u(z,0)=c¢".

(12) (UTS Mat 2023). Tentukan solusi u(x, t) untuk masalah nilai awal

1, T < —%

ou ou

== o7 — 1

B +4u8x =0, u(z,0)=4¢ —22, —1<z<0,
0, z >0

(13) (UTS Mat 2023). Selesaikan PDP kuasi-linear dengan nilai awal sebagai berikut:

1, <0
ou ou
JE— 27: =
5 + us 0, wu(z,0) 1+2, O0<ax<l1
2 r>1

)
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5. Sorust
(1) Misalkan £(y(z)) = Y(s) . Mengambil £ pada kedua ruas,
L(y" +y)=L(8cosz)

L(y") + L(y) = 8L(cos )

Y (5) = syl(0) ~y (0) + Y (5) =8+ 5"
8
(4 1)V (s) = s+1= e
Y(s>(52+1):%+<8—1)
8 -1
Y(s) = ﬁ e
8s s 1

(32+1)2+32+1 S s241
Dengan mengambil invers dari £ kedua ruas,

8s n s 1
(s2+1)°  s2+1 s2+41

— -1|_ 5 -1 S 1 1
S er R e R ]
=807 |—2 | + cos(z) — sin(a).
(s*+1)
Perhatikan bahwa (257 = % - 27 Misalkan F(s) = %5 dan G(s) = ', ini berarti
_ 1 _ -1 S _ -1 _ -1 1 .
) = £ ) = £ | | = oo, o) = 272G = £ | S| = sinte)

Dari Teorema Konvolusi berlaku

5
(s +1)*

—1

= L7 F(s)G(s)] = f(x) * g(x) = /OI f(r)gle —71)dr = /Oz cos(7) sin(z — 1) dr.

Menggunakan identtias cos(a) sin(b) =

/0”” cos(7)sin(z — 7) dr = /Om L S;D(QT ~ar

sin(a+b)—sin(a—b)
2 b

€T

-1 [T sinr) + 7 cos(2r - @} O
. % |:x sin(x) + %cos(:c) —0- ;cos(x)}
_ xsirzl(m)

Jadi,
y(z) = 4z sin(zx) + cos(z) — sin(x).

Cek kembali!
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(2) Tulis ulang persamaan sebagai y" + 3y’ — 2¢ = 3 cos(3t) — 11 sin(3t) dengan y(0) = 0 dan 3’(0) = —6.
Misalkan £(y(z)) = Y (s). Mengambil £ pada kedua ruas,

L(y"+y—2t)=L(3cos3t — 11sin 3t)

L")+ L(y) —2L(t) = 3L(cos 3t) — 11L(sin 3t)

PY(5) = sy(0) 5/ 0) + Y (5) ~y(0) = 5 =3 5o — 11
sQY(s)—O—6+sY(s)—S%:SQS%—%
(s2+s)Y(s)—§2—6: 823::-9_823—13-9
(s2+s)Y(s):%—%+S%+6
3 33 2 6

U P Py R P Y P ] Fr e R

Dengan mengambil £~ kedua ruas,

1 1 1 1
=3 |—— | —337' | ————— | 4207 | —— | +6L£7" .
(0 [<s2+9><s+1>} [<s2+9>s<s+1>}+ Fern) T e
Misalkan
1 _AsJFBJr C  (A+0C)s>+(A+ B)s+(B+90)
(s249)(s+1) s2+9  s+1 (s+1)(s2+9)
Jadi,A—i—Cz0,A+B:0,danB+9C=1.DiperolehB:%,C:%,danA:—%.Jadi,
3[:71 1 :3£71 _%S—i_% %
(s24+9)(s+1) s2+9 s+1

BN TS S T DY SO T Y
B IOE [52+9}+10£ {52+9]+10£ |:S+1:|

3 1 3
= —— cos(3t) + — sin(3t) + -t

10 10 10°¢
Misalkan
1 Cs+D E F , ,
(s2+9)s(s+1) 5249 e Ts (Cs+D)s(s+ 1)+ E (s +9) (s + 1) + Fs (s* +9)
Untuk s = 0 berlaku 1 = 0 + E(9)(1) + 0 sehingga E' = %. Substitusi s = —1 berlaku 1 =

0+ 0+ F(—1)(10) sehingga F = —15. Substitusi s = 1 berlaku
1= (C + D)(1)(2) + E(10)(2) + F(1)(10) = 2(C + D) + % 1
sehingga C + D = —4. Untuk s = —2,
1 = (—2C + D)(~2)(—1) + E(13)(~1) + F(~2)(13) = 2(~2C + D) — 13E — 26F
sehingga D — 2C = 3 (1 + & — 1) = — & Kurangkan,

<C+D><D2C>—1< 7)— 3 oo L

9 90 90 90
. o 1 o 1 .
Diperoleh D = -5 C = —1g- Jadi,
1 —os— 1 1
33,671 — 33‘671 90 10 —
(82+9)s(s+1)} { 219 95 106+
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33 S 33 1 33 1 33 1
:_7[,—1 —7;6_1 7£—1 - _7‘6—1

90 [s2+9] 10 L?+9} M s] 10 s+ 1

33 11 33 33 _,

=% cos(3t) — 0 sin(3t) + 5 " 1o°

Dengan cara yang sama,

p Yol I R Yo [
£ L?’(s—&—l)} £ [33 52 s—|—1+s

Terakhir,

Diperoleh hasilnya adalah

38 6 1 23
y(t) = 12 =20+ 2e™C 4 L sin(3h) + - cos(3) — .
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(3) Ambil £ pada kedua ruas,

L(y" +y) = L(cos2t)

Ly") + L(y) = ﬁ
Y (5) = sy(0) = (0) + Y () =
2Y(s) =5 —04+Y(s) = ﬁ

(s2+1)Y(s):ﬁ+s
s s

T EN(E) Er

Dengan mengambil £~! pada kedua ruas,

y(t) = L1 CETIeEs) 1)] + L1 [52 - J =t {(32 Yy + cos(t).
Misalkan
s _As+B Cs+D (As+B)(s*>+1)+(Cs+ D) (s*+4)

(s2+4)(s24+1) 244 241 (s24+4)(s24+1)
Didapatkan

s=(A+C)s*+ (B+ D)s* + (A+4C)s + (B +4D).
Ini berarti A+ C =0,B+ D =0,A+4+4C = 1,dan B + 4D = 0 sehingga diperoleh A = —%,B =
0,C = §,D =0. Jadi,

1 1
E*l $ — E*l 38 _ 38
(s2+4)(s241) 241 s2+4

N s | s
_3£ [52+1} 3£ [52+4}

= %cos(t) - %cos(?t).

Jadi,
1 1 4 1
y(t) = 3 cos(t) — 3 cos(2t) + cos(t) = 3 cos(t) — 3 cos(2t).
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(4) Misalkan £ y(t) = Y (s). Ambil transformasi Laplace di kedua ruas,
L(4e') = L (y" —2y" + 9y — 18y)

AL (') = L(y") = L(2y") + L (9y") — L(18y)

4. ponn L") —2L ")+ 9L (y') — 18L(y)
p . - = 57V (s) = 7(0) = sy/(0) — " (0) =2 (s”Y (5) — sy(0) — ¥/ (0))
+9(sY(s) —y(0)) — 18Y(s)
- f L= s°Y (s) —1—25%Y (s) + 9sY (s) — 18Y(s)
sfl = (s =252+ 95— 18)Y(s) — 1
(s = 25> + 95— 18) Y(s) = Sfl +1

4+s—1

Y(s) = (s —1)(s®—2s2+49s—18)
s+3

o (s—=1)(s—2)(s2+9)

Misalkan
s+ 3 B A B Cs+ D

G-DG-2)2+9) s-1 s5-2 249

di mana A, B, C, D suatu konstan. Dengan menyamakan penyebut,

s+3=A(s—2) (s> +9) +B(s—1) (s +9) + (s — 1)(s — 2)(Cs + D)

untuk setiap s. Untuk s = 1 diperoleh

4 = A(=1)(10) + B(0)(10) + (0)(=1)(C' + D) = —104 = A = _1% - _;
Untuk s = 2,

5— A(0)(13) + B(1)(13) + (1)(0)(2s + D) — 13B « B — 133

Untuk s = 3,

6 = A(1)(18) + B(2)(18) + (2)(1)(3C + D) = 18 (—g) 436 (15?)) 24 (3C + D)

sehingga diperoleh 3C + D = 7(23%_ Untuk s = 0,

2 )

3= A(=2)(9) + B(—1)(9) + (=1)(~2)D = —18 (—5> -9 (,3> +2D

sehingga D = —%. Diperoleh

1 21 1 21 24 1 1
3 65 3 65 65 3 65 65

Jadi,

LY, 5 (LY, 1 s\ 8/ 3
s—1 13 \s—2 65 \ s2+9 65 \s24+9 /"



Ini berarti

< [5E)
(-

2
5
2.
5
2 .4 1
_BE (sl)

5
13

(

—1
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1 n 1 S 8
s—2) " 65\s2+9) 65
5 1 (1
s—1>+£ (13 5—2)+‘C (65'52+9
1 1 s
—r1
< 2)+65 (52+9)

275 52t
5 13 5

1
——e + —e”" + —cos

(3)

8
& sin(3t) |
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(5) Tulis sistem persamaan sebagai

d |z 2 =3| |z 2 =3
dt |y -2 1

Misalkan A nilai eigen dari A, maka

2
0=|A—- )\, = =X -3A—4=AN—-4A+1).
-2 1-A

Jadi, \; = 4 dan A5 = —1 (akar real berbeda). Vektor eigen k; untuk nilai eigen \; = 4 adalah

-2 -3 U1 U1 3
0= (A — /\1[2)1{1 = — kl = =
-2 -3 u2 u2 —2

Vektor eigen ko untuk nilai eigen Ao = —1 adalah

3 -3 (%) V1 1
0= (A — )\1[2)1{2 = — ky = =
-2 2 V2 (%] 1
Jadi, solusi umumnya adalah
x 3 1 3C et + Coe? ]
=0 Oyl |et=|" ’
y -2 1 —2C1e* + Cye™?

Diperoleh
z(t) = 3C1e* + Coe™,  y(t) = —2C1€* + Coe™

dengan C7, C5 suatu konstan.



(6) Tulis sistem persamaan sebagai

d |x

dty

Misalkan A nilai eigen dari A, maka

0=|A—\| =

WILDAN BAGUS WICAKSONO

1 2| |z 1 2
:}A:

-2 5| |y -2 5

1—A 2

=M —6A+9=(\-3)2

-2 5-=A

Diperoleh \; = Ay = 3 (akar real kembar). Vektor eigen k untuk nilai eigen A = 3 adalah

0=(A— ALk =

Diperlukan langkah tambahan, yaitu menyelesaikan 1 =

(A— A=k =

Jadi,

yang berarti

-2 2 U1 U1 1
— k = =
-2 2 U2 u2 1

yang memenuhi

-2 2| | 1 L
-2 2 lg 1 l2

[\CI[9N} =

Cle‘% + Cg(t + 1)€3t
C1e3 + Cy (t+ 3) 3.

o3t —

3

z(t) = Cre®t + Co(t + 1)e¥,  y(t) = Cre® + Cy <t + 2> et

Substitusikan ke nilai awal,

1=2(0) =

3
Ci+Cs 0=y(0)=Cr + 502-

Diperoleh C; = 3 dan C5 = —2 sehingga diperoleh solusi akhirnya adalah

z(t) = 3e3 —

2(t + 1)e* =

(1—2t)e,  y(t) = 3e3 — (2t + 3)e®" = —2te>".
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(7) Tulis sistem persamaan sebagai

d |z 2 1| |z 2 -1
- = = A=
dt Y 1 3 Y 1 3

Misalkan A nilai eigen dari A, maka

2-1 -1 43528 5+i
0=|A— | = SN2 BALT = Mg = 25 8_9 ;ﬁ
1

3—A

Diperoleh A\; = % dan Ay = % (akar tidak real). Akan (cukup) ditentukan vektor eigen k; dari

nilai eigen \j,

0= (A— Ik =57 1w P R !
= — A1dg 1= ) — 1= = )
1 1+;\/§ Us Us 71+;\/§
Diperoleh
o = kle)‘lt
Yy
1 5+7‘,\/§t
= (&4 2
_1+4V3
- 2 -
= e%e@t“
_ 144V3
. 2 -
= ! e S ﬁ + ¢ si —t\/g
| =14iv3 2
|~ 2
e cos % _ e sin %
o + I3
~3e¥ cos (58) + fe¥ sin (8F)] | ~2e% sin (5) — ¥ cos (1)
Oleh karena itu,
x o e% cos % c e¥ sin %
-1 5t + 02 5 5t
y —%eT cos (%) — ? sin (%) —%e% sin (%) — @ei cos (%)
Substitusikan solusi awalnya,
1 1 0 C 5
=G 1 + Oy V3 = c 1C = C; =1, C2:—§\/§,
2 —3 3 G- FV3
Jadi,
¢ tv3 5 5t tv3
z(t) = % cos i — SV/3e* sin —\f
2 3 2
1 s tv3 3 tv3 5 ¢ tv3 5 st tv3
y(t) = —=€? cos ( \2[> g in ({) + 6\/§€% sin <\2f> + 56% cos ({)
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(8) Sistem PDB dapat ditulis ulang sebagai

d |z 2 —1| |z dx 2 -1 x
— = - — = X, X=
dt y 1 92 Y dt 1 92 y
2 - . L
sehingga A = . Misalkan nilai eigen A adalah A, maka
1 2
2—-x2 -1 )
0= =2-N"4+1 = A=2+i.
1 2—-A

Vektor eigen k; dari nilai eigen k; adalah

2—-X -1 - =1 |ug 1
0 = kl = —t kl =
1 2— A 1 —i Uo —1
Ini berarti
. 1 et cos(t) + ie?t sin(t
x = Mtk = Ty = ezt(cos(t) +1 sin(t)) = ®) ®)
—i —ie?! cos(t) + 2! sin(t)
_ et cos(t) | e?tsin(t) . .
yang memberikan x = +1 . Jadi, solusi umum untuk x adalah
et sin(t) —e?t cos(t)
x(t) e2t cos(t) et sin(t) Cre?t cos(t) + Cae? sin(t)
=x=C +Cs =
y(t) et sin(t) —e?t cos(t) C1e?tsin(t) — Coe?t cos(t)

Jadi, solusi umum untuk sistem PDB tersebut adalah
x(t) = Cre* cos(t) + Coe?’ sin(t)
y(t) = Cre*sin(t) — Cae* cos(t)

, (1,5 Kkonstan.
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(9) Diberikan
0 0
8—1: - tQB—Z = —2u, wu(z,0)=sin(x).
Maka persamaan karakteristiknya adalah
Ox
0s
ot
0s
du
0s
Perhatikan bahwa % = 1 memberikant = s+ C4 (7). Karena t(0,7) = 0,maka 0 = 0+ C1 (1) = C1(7)

= 7t2a I’(O,T) =T,
=1, t(0,7)=0,

= —2u, u(0,7)=sin(7).

sehingga diperoleh t = s. Dari
ox 9 9 14
—=—1t"=-5 = r=—- Co(T).
s s x 35 + Ca(7)

Karena (0, 7) = 7, maka

1 1
T=-3" 0% + Oy(1) = Co(1) = (s, 7) = —553 + 7.
Terakhir,
@:—211 = @2—283
ds u

sehingga In(u) = —25+ C3(7) = u = e~ 2°C4(7) dengan Cy(7) = ¢“3(7), Karena u(0, 7) = sin(7),
maka
sin(7) = u(0,7) = Cy(1) = u(s,7) = sin(r)e ",

Perhatikan bahwa s = ¢ dan

Loy Yo — + i
T=—2-8+T7=—- T T=x+ -t°.
3 3 3

Jadi, solusinya adalah

43
u(zx,t) = sin <9: + 3> e 2,
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(10) Diberikan %7; - t% = x dengan u(x,0) = sin(z). Diperoleh persamaan karakteristiknya adalah

0
% =—t, z(0,7)=7
ot
— =1, 0 =0
as ) ( 77-) )
0
a—z =z, u(0,7)=sin(7).
Dari 2% = 1 memberikan ¢(s,7) = s+ Cy (7). Karena (0, 7) = 0, diperoleh 0 = t(s,7) = 0+ C (1) =

(4 (7) sehingga t = s. Diperoleh

Oz 1
9 = —t=—s = xz(s,7) = 7552 + Cy(7).

Karena z(0,7) = 7,

T=2(0,7) = =0+ Co(1) = 2(s,7) = —%sz + T

Terakhir,

0 1 1

a—z == —552 +7 = u(s,7) = —683 + s7 + Cs(7).
Karena u(0, 7) = sin(7), maka

sin(7) = u(0,7) = f% c0+0-7+4+Cs(1) = Cs(T)

dan diperoleh u(s,7) = — ¢ 4 s7 + sin(7). Tinjau s = ¢ dan
1 2 + 1t2 + . + t2
r=—cs"+T=—= T T=z+ —.
2 2 2

Jadi, solusinya adalah

1 t? 2 t3 t?
3 : :
u(a:,t):—gt +t<x—|—2> + sin (m—i— 2) :tx—l—g—l—sm(x—l— 2).
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(11) Diberikan

Ou  Ou
il —— =_9 = e~
o +tax u, u(z,0)=e
Diperoleh persamaan karakteristik
0
% =t x(0,7)=rm,
ot
— =1, t(0,7)=0
o1 a0,) =0,
0
a—z =—2u, u(0,7)=¢".
Dari % = 1 memberikan ¢(s,7) = s + Ci(7). Karena ¢(0,7) = 0, maka 0 = ¢(0,7) = 0 4+ Cy(7)

sehingga t = s. Diperoleh

or 1,
Eftfs = 1’(8,7’)—28 + Cy(7).

Karena z(0, 7) = 7, maka 7 = 0 + C5(7) sehingga « = $s? + 7. Terakhir, perhatikan bahwa

% = —2u = % =-20s = In(u) = 25+ C3(1) = u(s,7) = e 2*Cy(7)

dengan Cy(7) = ¢“3(7), Karena u(0,7) = e”, maka
em =u(0,7) = Cy(1) = uls,7) =e 2™ =%,

Perhatikan bahwa s = ¢t dan

PC IS JN Ly
T =-s == =x— -t°.
9% TTT ot T g 2

Diperoleh solusinya adalah

u(z,t) = eT 3t 2t
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(12) Misalkan

1
1, X S —35
fl@) =9 -2z, —§<z<0,
0, z >0
Diberikan persamaan diferensial
Ju ou
gy == = = .
o + U 0, wu(z,0)=f(z)
Diperoleh persamaan karakteristiknya adalah
0
a—i =4u, z(0,7)=r,
ot
—=1, t0,7)=0
5o =L o) =0,
0
o2 =0, u(0,7) = f(r).

Dari 4t = 1 memberikan t(s, 7) = s + C1 (7). Karena ¢(0,7) = 0, maka 0 = ¢(0,7) = Cy(7) sehingga

t = s. Dari % = 0 maka u(s,7) = Cy(7). Karena u(0,7) = f(7), maka

1, T < —%
Co(r) =u(0,7) = f(1) =9 —2r, —3<7<0
0, 7>0
Ini memberikan
1, 7<—3
u(s,7) =Ca(t)=4¢q 27, -1 <7<0
0, 7>0
Karena % = 4u, maka
LooT=3 15+ GCy(r), TS~}
%: —87, —3<7<0 = x(s5,7) = —8s7+Cy(r), —5<7<0
0, T>0 Cs(7), T>0
Karena (0, 7) = 7, ini memberikan C3(7) = Cy(7) = C5(7) = 7. Jadi,
4s 4T, T< f%
z(s,7) = —8sT+ T, —%<T§0
T, T>0
Perhatikan bahwa s = ¢.
e Untuk x =4s+7 =4t + 7, makaT =z — 4t dengan z — 4t = 7 < f%. Dengan kata lain,

;v§4t—%.

e Untuk z = —8s7+7 = (1—8t)7, maka 7 = 1% dengan —3 < 1% < Osehinggadt—3 < z < 0.

e Untuk x = 7, maka 7 =z denganx = 7 > 0.
Oleh karena itu,
; r<4t—1

u(@,t)=q -2, 4—-3<7<0

0, 7>0
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1, <0
(13) Misalkan f(z) = 1+2, 0<az<1 .Diberikan persamaan diferensial
2, r>1
0 0
a—? + 2ua—u =0, u(z,0)=f(x).
Diperoleh persamaan karakteristiknya adalah
0
a—i =2u, z(0,7)=r,
ot
— =1, t(0,7)=0
=Lt =0,
0
ai; =0, u(0,7)=f(r).

Dari 2¢ = 1 memberikan t = s+ C; (7). Karena (0, 7) = 0, maka 0 = (0, 7) = C4(7) sehingga t = s.

Karena 2% = 0, maka u(s, 7) = Cy(7). Dari u(0,7) = f(7) memberikan

s
1, 7<0 1, T7<0
Co(r) =u(0,7)=f(1) =< 147, 0<7<1 = u(s,7)=1% 147, 0<7<1
2, T>1 2, T>1
Karena% = 2u, maka
2, 7<0 2s + Cs(7), 7<0
%ZQU: 2427, 0<7<1l = 2(5,7) =19 25+2s7+C4(1), 0<7<1
4, T>1 4s + C5(7), T>1

Karena (0, 7) = 7, maka C3(7) = Cy4(7) = C5(7) = 7. Perhatikan bahwa ¢t = s dan

2s + T, T<0
x(s,T) = 2s+2s7+71, 0<7<1
4s + T, T>1

e Untuk x = 25 + 7 = 2t + 7 diperoleh 7 = x — 2t untuk x — 2t = 7 < 0. Jadi, z < 2¢.

e Untuk z = 2s+ 2s7 +7 = 2t + (2t + 1)7 diperoleh 7 = g;_flt dengan 0 < 7 = ";t_ff < 1 sehingga

2t <ax <4t +1.
e Untuk x = 4s + 7 = 4t + 7 yang berarti 7 = x — 4t dengan x — 4t = 7 > 1, yaitu z > 4t + 1.
Jadi,

1, x <2t 1, xr <2t

u(a,t) = 1+ 54, 2t<z<4t+1 S A<z <4t+1

2, >4t 41 2, >4t 41
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