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§0 Kata Pengantar (Preface)

Puji dan syukur ke hadirat Tuhan Yang Maha Esa karena atas rahmat dan hidayah-Nya
kami, Yang Emas-Emas Aja (YEEA) dapat merilis Soal dan Pembahasan Keren ONMIPA-
PT Nasional 2024 melanjutkan pembahasan sebelumnya, yaitu Soal dan Pembahasan
Keren ONMIPA-PT Wilayah 2024. Tim penulis kali ini ada sedikit perubahan dari tim
penulis sebelumnya di mana hanya beberapa penulis saja yang berpartisipasi. Sebagai
sedikit hint untuk pembaca, berikut hint yang dapat kami berikan:

Seluruh anggota tim penulis memiliki pengalaman sebagai alumni OSN;

1 dari 3 anggota tim penulis merupakan medalis OSN. Lebih lanjut; penulis tersebut
merupakan peraih medali emas OSN;

e 3 dari 3 anggota tim penulis merupakan peraih medali emas ONMIPA;
e 2 dari 3 anggota tim penulis merupakan kontingen Indonesia untuk IMC.

Pembahasan ini kami buat dengan waktu sesingkat-singkatnya karena beberapa alasan
(dan kami memiliki sedikit rahasia yang tidak akan kami sampaikan secara publik) di
mana salah satu alasannya adalah salah dua anggota tim penulis cukup gabut sehingga
mereka menghubungi dua anggota lainnya untuk membantu menulis solusi yang dibuat
setelah diskusi bersama. Walaupun pembahasan dari salah satu penulis hanya untuk satu
soal, penulis tersebutlah yang melakukan revisipada pembahasan ini sehingga mampu
memberikan pembahasan terbaik yang mungkin.

Seperti pembahasan edisi sebelumnya, kami selalu terbuka untuk masukan sebagai wujud
pengembangan dari pembahasan ini ' agar pembahasan ini bisa semutakhir solusi resmi
ONMIPA-PT Nasional dari juri (kami tidak tahu solusi resminya).

Makassar, 16 Mei 2024

Tim Penulis

! Apabila ada kesalahan atau solusi alternatif yang elegan untuk dicantumkan di pembahasan ini, silahkan
hubungi Mas Refrain melalui Instagram Qrefrainfrn (dia sedikit slow-response).


https://www.instagram.com/refrainfrn/
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81 Hari 1

1. Diberikan barisan bilangan real (a,,) yang memenuhi kondisi 0 < a,, < 1 dan

, VneN.

RS,

an(l = ang1) >

Selidiki kekonvergenan barisan (a,) dan tentukan limitnya jika ada.

Solusi. (Refrain [Solusi 1], Wildabandon [Solusi 2])
Solusi 1. Berdasarkan kondisi (a,,), barisan (a,) terbatas ke bawah. Kemudian,
untuk setiap n € N berlaku

ap — apy1 >0 <= ap+ (1 —apy1)> 1 (1)

Berdasarkan AM-GM berlaku

1
an+(1—an+1)22\/M>2-§:1,

Oleh karena, ketaksamaan (1) berlaku sehingga (a;) turun monoton. Berdasarkan
teorema kekonvergenan monoton (turun), (a,) konvergen, katakan ke a € R.

Bentuk barisan (by,), by, := an(1—ap4+1) untuk setiap n € N. Karena (a,,) konvergen,

1
(b) konvergen, katakan ke b := a(1 — a) € R. Berlaku b > 1 sehingga diperoleh

a(l —a) >

=~ =
TN
Q
|
| =
N~
no
A
(@)
Q
Il
| =

1
Akibatnya, (a,) konvergen ke 3

1 1 1
Solusi 2. Misalkan a,, = b,, + 3 yang berarti —3 <b, < 3 untuk setiap n € N.

Ini berarti

1 1) (1 by bpp1 | 1
1 < an(l—apt1) = <bn + 2) <2 - bn+1> = —bpbpt1 + o 2+ + 1

sehingga diperoleh
bn > 2bpbpy1 + b1 = bn+1(2bn + 1).

Karena 2b, +1 >0, bagi kedua ruas dengan 2b,, + 1 memberikan

1 b,
dan b, > —"
ST BT |

1> > bn+1~

Jadi, (by,) barisan monoton turun. Karena (b,) terbatas ke bawah, akibatnya (by,)
konvergen sehingga (a,,) juga konvergen. Untuk kekonvergenannya sebagaimana
Solusi-1.

Motivasi. Pandang a,(1 — apt1) = (an — 0)(1 — ap41). Pengambilan a,, =

1
by, + 3 asal mulanya dengan memperhatikan titik tengah [0, 1] untuk mendapatkan

1 1
kesimetrisannya, yaitu X Terlebih lagi, ekspresi tersebut dapat menghilangkan 1

pada ruas kanan. O
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2. Diketahui fungsi f : C — C analitik pada C, memenuhi

f(z1+ 22) = f(21) f(22),

untuk setiap z1, zo € C dan f(z) = €* untuk setiap z € R. Buktikan bahwa
f(2) = €® untuk setiap z € C.

Solusi. (Refrain [Solusi 1], Wildabandon [Solusi 2])
Solusi 1. Dibentuk fungsi g : C — C dengan definisi

f(2)

eZ

g(z) =

yang analitik pada C dan bernilai nol untuk setiap z € R. Berdasarkan Identity
Theorem, g(z) = 0 untuk setiap z € C yang ekuivalen dengan f(z) = €”.

Solusi 2. Ambil sebarang z € C dan misalkan z = z + iy di mana x,y € R. Untuk
z1 := x dan 29 := iy berlaku

f(2) = f(z +iy) = f(2)f(iy) = " f (iy).
Misalkan f(iy) = h(y) + ig(y) di mana h,g : R — R, diperoleh f(z + iy) =
e*h(y) +i-e“g(y). Tulis u(z,y) = e*h(y) dan v(z,y) = e"g(y). Karena f analitik
di C, berlaku

f1(2) = uo +ivy = e"h(y) +i-e"g(y) = f(2) = ['(2) = f(2).

o
Karena f analitik, maja f dapat dinyatakan sebagai f(z) = Z anz". Substitusikan
n=0

pada f(z) = f/(z), maka

oo oo
Y an" = f(2) = f(2) =Y (n+Dani12" = ap = (n+ an4
n=0 n=0
untuk setiap n =0, 1,2, ---. Dapat dibuktikan dengan induksi (diserahkan kepada
pembaca) bahwa a,, = a—? untuk setiap bilangan n =0,1,2,---. Dari sini diperoleh
n!
[e.@] o0 a
f(z) = Zanz" = Z gz" = ape
n=0 n=0

Karena f(z) = e¢* untuk x € R, maka ape® = f(z) = e” sehingga ap = 1. Jadi,
f(z) = €® untuk setiap z € C. O

3. Diberikan barisan Fibonacci a1, az, as, ...dengan aturan a; = a2 = 1 dan
ap+1 = Qp + Ap—1,
untuk setiap n > 1. Buktikan bahwa terdapat bilangan pada barisan tersebut yang
berakhir dengan 2024 angka nol tak terputus sebelah kanan.

Solusi. (Refrain, ide by RM)
Soal ekuivalen ingin membuktikan terdapat m € N dengan sifat a,,, = 0 (mod 102°2%).

Didefinisikan ag = ag —a; = 1 — 1 = 0 agar barisan Fibonacci (a,) dapat dimulai
dari indeks n = 0. Jelas a,, > 0 untuk setiap n > 0. Soal diperumum dengan
membuktikan pernyataan untuk sembarang modulo terhadap s € N.


https://en.m.wikipedia.org/wiki/Identity_theorem
https://en.m.wikipedia.org/wiki/Identity_theorem
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Dibentuk tupel (an,an+1) untuk setiap n > 1. Dengan mengambil terhadap
modulo s, terdapat s* kemungkinan nilai untuk (a,, a,1). Akibatnya, berdasarkan
Pigeonhole Principle apabila diambil k% + 1 suku pertama dari tupel (s nt1)
setelah n = 0, yaitu untuk 1 < n < k2, terdapat dua indeks i dan j, 1 <i < j <
s* + 1 dengan sifat (a;,a;+1) = (a;,a;4+1) dalam modulo s. Akibatnya,

Ai—1 = Qi41 — @ = aj41 — aj = aj—1 (mod s).

Pembaca dapat lebih lanjut membuktikan bahwa a;—; = a;_p (mod s) untuk
setiap 0 < k <4 secara induktif. Dengan mengambil k = 7 diperoleh a;_; > 0 dan
aj—; = ap =0 (mod s). Pernyataan soal yang diperumum terbukti. O

a) Misalkan A suatu matriks berukuran n x n atas R yang memenuhi persamaan
A% = AT Jika A dapat didiagonalkan atas R, buktikan bahwa A matriks
simetrik.

b) Berikan matriks B berukuran 2 x 2 atas R yang tidak simetrik dan memenuhi
persamaan B% = BT

Solusi. (Refrain)

a) Dengan mengambil transpose pada persamaan matriks A diperoleh
AZ(A2)T:(AT)2=(A2)2:A4

dan diperoleh pula bahwa A* — A = 0. Akibatnya, polinom minimal matriks
A, yaitu p4()\) habis membagi polinem A\* — XA = A(A — 1)(A\? + A +1). Karena
A dapat didiagonalkan, pa(A) = (A = A1)(A = X2)... (A — Ag) dengan k < n
dan A; # \j untuk setiap 1 < i < j < k. Dengan kata lain, p4(\) adalah hasil
perkalian polinom linear yang berbeda (sumber teorema dapat diakses di sini).
Akibatnya, p4(\) habis membagi polinom A(A — 1) = A? — X sehingga matriks
A memenuhi persamaan A2 — A = 0. Dapat disimpulkan bahwa A = 4% = AT
atau A merupakan matriks simetris.

Catatan. Permasalahan dapat diselesaikan dengan memanfaatkan diagonalisasi
A = PDP~! di mana A? = PD?P~! dan menggunakan fakta A* = A untuk
memperoleh seluruh nilai eigen dari A untuk penyelesaian yang lebih sederhana.

b) Apabila B memenuhi kesamaan B? = BT tetapi tak dapat didiagonalkan,
maka polinom minimal B, yaitu pg(A) yang habis membagi At — X memuat
faktor A2 + A+ 1. Dengan kata lain, A + X\ + 1 habis membagi p()\) sehingga
deg(pp(A)) = 2. Karena matriks B berukuran 2 x 2, polinom karakteristik B,
yaitu cg(X) = det(A] — B) memiliki derajat 2. Di lain sisi, karena pp(A) habis
membagi ¢p()\), maka pp()\) = cg(A) = A2 + X + 1 berdasarkan ketunggalan
polinom minimal. Oleh karena itu, matriks B memenuhi persamaan

B2+ B+I1=0«= BT+B=—1.
1 V3 1 V3

Pembaca dapat mengecek bahwa hanya matriks \;g 2 1 dan \/% 2

2 2 2 2
yang memenuhi persamaan ini dan benar bahwa kedua matriks ini merupakan

matriks yang memenuhi ketentuan soal.

O


https://profile.iiita.ac.in/seemak/Lecture_16.pdf
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5. Diberikan grup hingga G dengan unsur-unsurnya 1, &2, ..., &p. Misalkan A = (a;;)
adalah matriks berukuran n x n dengan

— el
=TT, .

1, jika xixj_l #* iL'j:Bi_l,
Qij = ..

0, jika Tl
Buktikan bahwa det(A) selalu genap.

Solusi. (Sheraz)

Pertama, akan dibuktikan bahwa banyaknya j € {1,2,...,n} yang tidak memenuhi
T, = le'i_l selalu sama untuk setiap ¢ = {1,2,...,n}. Diperhatikan bahwa
untuk setiap g € G yang memenuhi 219! = gacfl, berlaku

1 1

zi(z1g ay) T = 2 tgryt = gyt = agT = (g ) x)

untuk setiap ¢ € {1,2,...,n}. Akibatnya, karena pemetaan g — xlg_lzvi bersifat
bijektif, maka dapat disimpulkan bahwa banyaknya j-€ {1,2,...,n} yang memenuhi
Ty = zjr; ! selalu sama untuk setiap ¢ = {1,2,...,n}. Sebaliknya, banyak
j €41,2,...,n} yang tidak memenuhi kondisi tersebut juga selalu sama untuk

setiap i = {1,2,...,n}.

Selanjutnya, diperhatikan bahwa jika x # e berorder selain 2, maka 2! juga bero-
rder selain 2. Akibatnya, terdapat sebanyak genap elemen g € G yang memenuhi
g% # e, katakan sebanyak 2m dengan m'e NU {0}, sehingga pertidaksamaan

wih ™V £ het = e # ha (oh )7 = haythat = (hayt)?

memiliki sebanyak 2m solusi untuk 'h-€ G. Jadi, terdapat tepat 2m entri 1 pada
baris pertama matriks A dan hal yang sama juga berlaku untuk semua baris lainnya.

Terakhir, diperhatikan bahwa jika dilakukan operasi kolom pada A dengan men-
jumlahkan setiap kolom ke-i dengan 7 = 2,3,...,n ke kolom pertama, diperoleh
matriks baru, katakan A’, dengan setiap entri kolom pertamanya adalah 2m. Lebih
lanjut, jika A” adalah matriks yang diperoleh dari A" dengan membagi semua entri
kolom pertamanya dengan 2m, didapat

det(A) = det(A") = 2m det(A").

Nilai det(A”) pasti bulat karena setiap entrinya bernilai bulat. Dengan demikian,
terbukti bahwa det(A) bernilai genap. O
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§2 Hari 2

1. Cari semua pasangan bilangan kompleks (x,y, z) yang memenuhi sistem persamaan

2?4+ y* = (z +y)z,

v+ 2% = (y+ 2,

22+ 2% = (z 4+ ).
Solusi. (Wildabandon)

Perhatikan bahwa jika (x,y, z) solusi, maka seluruh permutasi dari (z,vy, z) juga
solusi. Kurangkan persamaan pertama dengan kedua,

- =yr—ay=ylz—1) = 0=(v+2)(z—2)+ylr-2) = (r+y+2)(z—2).

Jika z = z, dari persamaan ketiga diperoleh 22? = 2zy —> 2z(x —y) = 0. Jika
x = 0, maka z = 0 sehingga diperoleh y = 0. Jika x = y, maka r = y = z yang
mana ini memenuhi sistem persamaan. Jadi, (x,y, z) = (a, a, a) untuk setiap a € C
merupakan solusi.

Jika x +y + z = 0, maka x + y = —z sehingga

¥ty =(rty)z= (-2 =228 = Pyt 27 =0,
Tinjau bahwa z 4+ y = —z sehingga diperoleh
2= (_3)2 =(z —I—y)2 =2t 4y + 20y = —2% 4 2ay

yang berarti z2 = zy. Secara analog, diperoleh 2 = yz dan z? = zy. Ini berarti

23 =% = 23 = zyz. Perhatikan bahwa dari 2° = y> memberikan

247 /3 4im/3
, .

y=x, Yy=uxe atau y = ze

Jika z = vy, diperoleh 2z 4+ 2. =0 <= 2z = —2z. Dari 2> + y? + 22 = 0 akan
diperoleh solusiz =y =2 =0 (telah ditinjau di kasus sebelumnya).
Jika y = xe”/?’, maka

Diperoleh (z,y, z).= (a, ae®™/3, aeQi”/3> untuk a € C. Substitusikan untuk dipe-

riksa pada persamaan awal,

?+y?=ad’+ (ae%”/?’>2 = a® 4 a?e¥m/3,

(T +y)z = <a+ae2m/3) acdi™/3 243 +a?

<a62m/3> ( 4m/3>2 — q2eNT/3 4 q2e2im/3

(y + 2)z = <a€2m/3 ~|—ae4”r/3> — q2e2T/3 4 g2eti/3
_ <a64z7r/3> o2 — @262/ 4 g2,
(2 4+ 2)y = <a64z7r/3 ) Q23 g2y g2%m/3
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Ini berarti solusi (z,y, z) tersebut memenuhi untuk sebarang a € C.

4im/3

Jika y = ze akan memberikan solusi (z,y, z) = (a, ae*™/ 3 ae™/ 3) yang mana

sudah terhitung pada permutasi solusi kasus sebelumnya.
Jadi, semua solusinya adalah (z, y, z) yang memenuhi adalah (a, a, a), (a, ae? /3 qeti/ 3)

dan permutasinya di mana a € C. O

2. Diberikan sembarang pewarnaan merah-biru pada setiap ruas garis yang menghu-
bungkan 10 titik. Buktikan bahwa terdapat tiga titik sedemikian sehingga ketiga
ruas garis yang menghubungkan ketiga titik tersebut berwarna merah; atau terdapat
empat titik sedemikian sehingga keenam ruas garis yang menghubungkan keempat
titik tersebut berwarna biru.

Solusi. (Wildabandon)

Beri nama titik-titik sebagai 711,75, -+ ,T19. Tinjau jika terdapat i sedemikian
sehingga T; terhubung oleh empat titik lain dengan-segmen merah, misalkan
To, Ty, Te, Ty. Jika terdapat sebuah segmen merah yang menghubungkan diantara
1., Ty, T., T4, maka akan terdapat tiga titik yang dihubungkan dengan segmen merah,

4
kita selesai. Jika tidak ada, maka o) = 6 segmen yang saling menghubungkan

empat titik tersebut berwarna biru, kita selesai.

Sekarang, andaikan setiap titik 17,75, - - , T1p terhubung segmen merah maksimal
dengan tiga titik lainnya. Ini artinya setiap titik tersebut terhubung segmen biru
setidaknya dengan enam titik lainnya. Misalnya titik 77 terhubung segmen biru
dengan 15, Th,, -, Thg-

Akan dibuktikan bahwa dari keenam titik ini akan ada tiga titik yang saling
terhubung segmen biru atau segmen merah. Tinjau titik 7}, jika dihubungkan
dengan titik lainnya, terdapat setidaknya tiga segmen biru atau tiga segmen merah
yvang terbentuk. Tanpa mengurangi keumuman, misalnya titik 73, terhubung
segmen merah dengan tiga titik lain dari T},,, T}, -, Thg, sebut Ty, Ty, Ting-
Jika terdapat segmen merah yang menghubungkan diantara Tp,,, T, , Tm,, maka
akan terbentuk tiga titik yang terhubung garis merah (menggunakan titik 7),,
dan dua titik sebelumnya yang terhubung segmen merah). Jika tidak, ini artinya
Ty s Ting» Tins saling terhubung segmen biru. Akibatnya, T4, T, , Tiny, Tins saling

terhubung dengan segmen biru. O
3. Diketahui r > 0, « € (0;1), fungsi f : (—r,7) — R kontinu di 0 dan
L (@)~ flom)
z—0 T

ada di R. Selidiki eksistensi f'(0). Berikan penjelasan jawaban Anda.
Solusi. (Refrain ft. Bekingan)

Misalkan L = iy 7@ = flaz)
z—0 X
. 1 / / L
Klaim. Nilai f'(0) ada dan f'(0) = —a

Motivasi. Untuk memperoleh nilai f/(0) dapat dimulai dengan menganggap f'(0)


https://artofproblemsolving.com/community/c7h599720p3559869
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terlebih dahulu dan dengan definisi turunan sebagai limit

L F@) = flax) L f(@) = £(0) + £(0) - flaw)
x—0 x 2—0 T
= lim M — lim QM
z—0 X z—0 ax
— £(0) — af'(0).
Kesamaan ini mengakibatkan f’ (0) = 1 f/a'

Bukti. Untuk setiap n € N berlaku

f(@) = flax) + f(az) = f(a®z) + -+ f(a"la) — f(a"z) = f(x) - f(a"2).

Karena f kontinu di 0 dan barisan x,, := a"x, Vn € N konvergen ke 0, berlaku

n—1 00
f(2)=F(0) = Jim f(a)~f(a"x) = lim 3 (f(amw)~F(0™ ) = 3 (fla™a)~f (0™ a)).
m=0 m=0

Akibatnya, untuk = € (—r,r) dengan x # 0 berlaku

J@) = JO) _ 5 Jl0™5) — ™)

m
'
0

fz) = flox)

x
ketika z — 0, terdapat 6 > 0 sedemikian sehingga untuk setiap x € (—r,r) dengan
0 < |z| < ¢ berlaku

Kemudian, diambil sembarang € > 0. Dengan fakta dari kekonvergenan

'f(w) — flax)

x

—L’<e.

Karena 0 < o < 1, untuk setiap m € N cukup jelas bahwa 0 < |o™z| < |z| < §
sehingga berlaku (apabila pembaca kesusahan, anda dapat memisalkan y = o™

fla™z) — fla™z)

amx

_ f(am+1x>

X

—L' <€ <= ‘f(amx) — La™| < o™e.

Dengan "membongkar” ketaksamaan terakhir diperoleh bahwa

famz) — fla™ )

La™ — e < < La™ +a"e =

T
o0 o0 o0
flemz) — f(a™z)
L— m< < m,
TRD SRS pRiL i L T o
m=0 m=0 m=0

Dengan seluruh fakta yang telah diperoleh termasuk menyederhanakan sumasi yang
ada, dapat disimpulkan bahwa untuk 0 < |z| < § berlaku

Loc _f@)-f0) _Litc _ [f@-f0) L |_ ¢ _ 2

l—a ™ x T l-a T l-a|71-a 1-«a
. , , L

Berdasarkan definisi turunan, f'(0) ada dan f'(0) = T O
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4. Diketahui R[x] adalah ring polinom atas R. Untuk setiap p(x) € Rz], ideal di R[z]
yang dibangun oleh p(z) dinotasikan sebagai (p(x)).

a) Buktikan (z — 2024) merupakan ideal maksimal di Rx].

b) Tentukan bilangan asli a terbesar sehingga <:U2 + ax + 2024> merupakan ideal
maksimal di R[x].

Solusi. (Wildabandon)
Misalkan F' merupakan field. Jika p(x) € F[z] \ {0}, maka (p(z)) ideal maksimal
di F[z] jika dan hanya jika p(z) irreducible di F[z]|. Tinjau field R.

a) Polinom linier irreducible di R[z], jadi (x — 2024) ideal maksimal di R[x].

b) Agar (z° + ax +2024) ideal maksimal di R[z], maka 2*+ ax + 2024 harus
irreducible di R[z]. Ini haruslah 2% 4 az 42024 = 0 tidak memiliki penyelesaian
bilangan real, yaitu saat 0 > a® — 4(1)(2024) .=> a < 89. Jadi, a = 89
sebagai bilangan asli terbesar yang memenuhi.

Catatan. Soal ini akan sangat sederhana apabila pembaca sudah mengetahui definisi
ideal maksimal dan syarat perlu-cukupnya. Apabila pembaca tidak mengetahui hal
ini, dibutuhkan waktu lebih untuk menyelesaikan permasalahan yang ada. Akan
tetapi, teorema ini merupakan teorema ”standar” yang diberikan di perkuliahan
Struktur Aljabar atau Aljabar Abstrak sehingga seharusnya teorema pada soal ini
sangat well-known.

O

5. Misal V' ruang vektor yang dilengkapi dengan hasil kali dalam riil (-,-) dan normal
||| yang didefinisikan dengan

I£||> = (£,£), VEeV.
Lebih lanjut, diberikan pemetaan linier 7': V' — V dengan
(T'(v1),va) = (v1,T(v2)), vi,va€eV.
Buktikan bahwa jika v € V' dan u € T(V') dengan T'(v) = T'(u), buktikan bahwa
[o=v|<fw-=v], vweT(V).
Catatan. T(V) = {T'(a):a € V}.

Solusi. (Refrain, ide by RM)
Soal ekuivalen dengan membuktikan [[u — v||* < [|w — v|%.

Perhatikan bahwa T'(u — v) = 0. Diambil sembarang w € T'(V'), terdapat a € V
dengan sifat w.="T(a). Oleh karena itu, diperoleh

<Wa u-— V> = <T(a)7 u-— V> = <a7T(u - V)> = <a7 O> = 0.
Akibatnya w— v L T'(V). Perhatikan bahwa
I

lw = v = [(w=u) + (= v)[* = [w—ul® + u—v|*

Kesamaan terakhir berlaku karena w —u € T(V) dan u — v L T(V). Karena
|w —ul|? > 0, dapat disimpulkan bahwa

Iw = vI* > [u = v

Lebih lanjut, kesamaan terjadi jika dan hanya jika ||w — u|| = 0 yang ekuivalen
dengan w = u. O
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