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'_[ Question 1 ]
Pandang grup (Ss3,0) grup dari semua permutasi dari S = {1,2,3}. Didefinisikan suatu relasi
[,]:S3xS3 — S3di mana [a,b] = aoboa™! ob~! untuk setiap a,b € S3. Misalkan H = {[a, b] |
a,be Sg}

(a). Tuliskan 3 buah elemen H.

(b). Tunjukkan bahwa [a, a] merupakan elemen identitas pada H relatif terhadap operasi pada
Ss.

(c). Tentukan [a,b]~!.

Penyelesaian.
Tinjau bahwa S5 = {(1), (1 2),(13),(132),(123)}.

(a). Tinjau [(1),(1)] = (1)(1)(1)~%(1)~! = (1) karena (1)~! = (1), ini berarti (1) € H. Tinjau
[(12),(13)]=(12)(13)(12)7"(13)"" = (12)(13)(12)(13) = (123)
yang menunjukkan (12 3) € H. Selanjutnya,
[(12),(132)]=(12)(132)(12)75132)7'=12)(132)(12)(123)=(132)
yang menunjukkan (13 2) € H. Jadi, tiga buah elemen H diantaranya adalah (1), (1 2 3), dan
(132).
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(b). Perhatikan bahwa [a,a] = acacaloa ™! =ao(l)oa ! =aoa™! = (1). Karena setiap elemen

H merupakan elemen S3 serta (1) merupakan elemen identitas di S3, maka (1) juga berlaku

elemen identitas pada H.

(c). Klaim bahwa [a,b] ' =boaob~!oa~! karena memenuhi invers kiri dan invers kanan, yaitu

(aoboaflobfl)o(boaobfloafl) :aoboa*lo(bflob)oozolflo(fl
=aoboalo(l)oaob toa™!
:aobo(a_loa)ob_loa_1
=aobo(l)ob toa™?
=ao (bob ) oa!

=ao(l)oa”



(boaobfloafl)o(aoboaflobfl) :boaolflo((floa)obocflolf1
=boaob lo(l)oboatob?
=boao (b tob)oatob?
—boao(l)oatob?
=bo(aca')ob™!
=bo(l)ob!
=bob?
= (1).

Karena memenuhi invers kiri dan invers kanan, terbukti bahwa [a,b] ™' =boaob loa™t.
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Question 2 ]

Misalkan p bilangan prima terkecil yang membagi order grup berhingga G. Buktikan bahwa

sembarang subgrup dari G berindeks p adalah subgrup normal dalam G.

Penyelesaian.
Definisikan aksi G pada G/H dengan a - gH = agH untuk setiap a € G dan gH € G/H. Tinjau

lg-gH =1ggH =gH dan a-(b-gH)=a-bgH = abgH = (ab)gH = ab- gH

yang mana memenuhi aksioma grup aksi. Ambil sebarang a € G, tinjau pemetaan f, : G/H — G/H
dengan f,(gH)=a-gH = agH.

e Akan dibuktikan f, well-defined. Ambil sebarang g1 H,g9oH € G/H dengan g1H = goH. Ini
berarti f,(g1H) = a(g1H) = a(g2H) = fa(g92H), terbukti.

e Akan dibuktikan f, surjektif. Ambil sebarang gH € G/H, tinjau a~'gH € G/H memenuhi
fa(a™'gH) = a™ ' (agH) = (¢ "a) gH = 1ggH = gH,
terbukti bahwa f, surjektif.

e Akan dibuktikan bahwa f, injektif. Ambil sebarang g1H, goH € G/H yang memenuhi f,(g1H) =
fa(geH). Ini berarti a - g1 H = a - goH. Ini menunjukkan

ng = lG'ng = a_la-ng = a_l . (a/ng) = a/_l : (GQQH) = a_la'QQH - 1G' gQH = 92H7
terbukti bahwa f, injektif.

Jadi, f, merupakan fungsi bijektif (atau permutasi). Misalkan K = G/H, tinjau pemetaan 7 : G — S
dengan 7(a) = f,. Ambil sebarang a,b € G yang memenuhi a = b, maka 7(a) = f, = fp = 7(b).
Untuk setiap a,b € G, tinjau

7(ab) = fap = fap(x) = (ab) -z = a- (b-2) = fa(b- z) = fa(fo(2)) = (fa © fo)(2) = fafo = T(a)T(b)

sehingga 7 merupakan homomorfisma. Perhatikan bahwa 1g, = id dengan id(z) = 2 V = € gH
merupakan elemen identitas di Sk. Misalkan a € ker 7, maka id = 7(a) = f, yang berarti id(gH) =
fa(gH) <= a-gH = gH <= (ag)H = gH untuk setiap gH € G/H. Ini berarti agg~! € H <=
a € H yang menunjukkan bahwa ker7 C H. Karena ker 7 merupakan subgrup normal dari G dan

menurut teorema Isomorfisma berlaku kgT > 7(@) yang berarti |%‘ = |7(G)|, serta 7(G) adalah

subgrup dari Sk. Karena |K| = [G : H] = p, ini menunjukkan Sx = S, yang menunjukkan bahwa
(€]

| ker 7|

7(G) subgrup dari Sp,. Dari Teorema Lagrange berlaku |S,| = p! habis dibagi |7(G)| = ’%} =
Berdasarkan Teorema Lagrange, |G| habis dibagi | ker 7|. Notasikan v4(n) = k sebagai ¢* | n, namun
gk t! | n di mana n € N, k € NU{0}, dan ¢ prima. Misalkan r sebarang faktor prima dari G yang
lebih besar dari p, maka

| ker 7|

A =uyp < C] > = 1,|G| — vy ker 7.

Andaikan A, # 0, maka p! tidak akan habis dibagi isi yang mana kontradiksi. Jadi, v, (ﬁ) =

| ker tau| | ker 7|

0 untuk setiap prima r > p. Di sisi lain, A, = 1,|G| — vp| ker 7| = 1 karena p! habis dibagi p, namun
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tidak habis dibagi p®. Jadi, S5 = p <= |G| = p| ker 7|. Di sisi lain, [G: H| =p < |G| = p|H|

| ker 7|

yang menunjukkan |H| = | ker 7|. Karena ker 7 C H, ini berarti haruslah H = ker 7 yang menunjukan

subgrup normal dari G. v
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’_[ Question 3 ]

Misalkan G grup, X merupakan G-set dan a € G. Definisikan suatu pemetaan o, : X — X di

mana o4(z) = a - x untuk setiap = € X.
(a). Buktikan o, pemetaan bijektif/permutasi dari X.

(b). Misalkan Sx himpunan semua permutasi dari X. Buktikan pemetaan 6 : G — Sx di

mana 6(a) = o, untuk semua a € G. Buktikan § homomorfisma.

(c). Buktikan ker(§) ={a € G|a-z =2V x € G}.

Penyelesaian.

(a).

Akan dibuktikan o, well-defined, ambil sebarang x,y € X yang memenuhi z = y. Maka o,(x) =
a-x=a-y=o04(y). Akan dibuktikan o, injektif. Ambil sebarang =,y € X yang memenuhui
04(z) = 04(y) <= a-z =a-y. Ini berarti

a:zlg-x:(aila)'a::afl-(a-x):afl‘(a-y)z((lfla)'yzlG'y:ya

terbukti o, injektif. Akan dibuktikan o, surjektif. Ambil sebarang z € X, tinjau ™' -z € X
memenuhi

Ua(a_l~a:):a-(a_l~m):aa_l-leg-a:::c,

terbukti.

. Akan dibuktikan 6 well-defined, ambil sebarang a,b € G yang memenuhi a = b. Maka 6(a) =

04 = 0p = 6(b) yang mana terbukti. Akan dibuktikan § homomorfisma, ambil sebarang a,b € G.
Untuk setiap x € X berlaku

oap(2) = (ab) -z = a- (b-x) = 04(b - (2))aa(0p(7)) = (04 © 00)(2).

Karena berlaku untuk setiap x € X, maka o4, = 0,0, <= 60(ab) = 0(a)d(b), terbukti.

. Tinjau id(z) = x untuk setiap € X merupakan permtuasi identitas di Sx. Jika a € ker 6, ini

berarti 6(a) = id <= o0, = id sehingga o,(z) = id(z) = ¢z <= a -2z = z untuk setiap z € X.

v
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Question 4 ]

Perhatikan teorema Sylow berikut: Misal G grup berhingga. Jika p suatu bilangan prima dan
p* membagi |G| untuk suatu k > 0, maka G' mempunyai suatu subgrup berorder p*. Tuliskan

satu contoh subgrup yang memenuhi teorema Sylow jika |G| = 36 dan k > 2.

Penyelesaian.

Tinjau |G| = 36 habis dibagi 9 = 32, ini berarti terdapat subgrup dari G dengan order 32 = 9 sebagai

salah satu contohnya. v
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