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Soal

1 Misalkan A = {(x, µ(x)), : x ∈ G} suatu himpunan fuzzy dari grup G. Buktikan A subgrup fuzzy
jika dan hanya jika

µ
(
xy−1

)
≥ min {µ(x), µ(y)} ∀x, y ∈ G.

2 Perhatikan himpunan fuzzy A, B, dan C pada suatu himpunan tak kosong X.

A = {(x, µ(x)) : x ∈ X} , B = {(x, β(x)) : x ∈ X} , C = {(x, γ(x)) : x ∈ X} .

Buktikan bahwa A ∩ (B ∩ C) = (A ∩ B) ∪ (A ∩ C).

3 Misalkan G suatu grup dengan elemen identitas e dan A = {(x, µ(x)) : x ∈ G} subgrup normal
fuzzy dari G. Definisikan himpunan H = {x ∈ G : µ(x) = µ(e)}. Buktikan H subgrup normal
dari G.

4 Pandang grup G dengan elemen identitas e, a ∈ G, dan A = {(x, µ(x)) : x ∈ G} subgrup fuzzy
dari G. Buktikan µ(a) = µ(e) jika dan hanya jika aA = A = Aa.
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Misalkan A = {(x, µ(x)), : x ∈ G} suatu himpunan fuzzy dari grup G. Buktikan A subgrup fuzzy jika
dan hanya jika

µ
(
xy−1

)
≥ min {µ(x), µ(y)} ∀x, y ∈ G.

Solusi:
(⇒) Jika A subgrup fuzzy dari G. Maka untuk setiap x, y ∈ G berlaku

µ(xy) ≥ min {µ(x), µ(y)} , µ
(
x−1

)
≥ µ(x).

Selain itu, berlaku

µ(x) = µ

((
x−1

)−1
)

≥ µ
(
x−1

)
=⇒ µ(x) ≥ µ

(
x−1

)
.

Jadi, µ(x) = µ
(
x−1

)
untuk setiap x ∈ G. Selain itu,

µ(e) = µ
(
xx−1

)
≥ min

{
µ(x), µ

(
x−1

)}
= µ(x) =⇒ µ(e) ≥ µ(x) ∀x ∈ G.

Akibatnya, untuk setiap x, y ∈ G berlaku

µ
(
xy−1

)
≥ min

{
µ(x), µ

(
y−1

))
= min {µ(x), µ(y)}

seperti yang ingin dibuktikan.
(⇐) Jika untuk setiap x, y ∈ G berlaku

µ
(
xy−1

)
≥ min {µ(x), µ(y)} .

Untuk y := x, maka

µ(e) = µ
(
xx−1

)
≥ min {µ(x), µ(x)} = µ(x) =⇒ µ(e) ≥ µ(x) ∀x ∈ G.

Untuk x := e dan y := x,

µ
(
x−1

)
= µ

(
ex−1

)
≥ min {µ(e), µ(x)} = µ(x) =⇒ µ

(
x−1

)
≥ µ(x).

Untuk y := y−1,

µ(xy) = µ

(
x

(
y−1

)−1
)

≥ min
{

µ(x), µ
(
y−1

)}
≥ min {µ(x), µ(y)}

sehingga µ(xy) = min {µ(x), µ(y)}. Terbukti A subgrup fuzzy dari G.
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Perhatikan himpunan fuzzy A, B, dan C pada suatu himpunan tak kosong X.
A = {(x, µ(x)) : x ∈ X} , B = {(x, β(x)) : x ∈ X} , C = {(x, γ(x)) : x ∈ X} .

Buktikan bahwa A ∩ (B ∪ C) = (A ∩ B) ∪ (A ∩ C).

Solusi:
Ambil sebarang x ∈ X. Misalkan f fungsi keanggotaan A ∩ (B ∪ C), maka

f(x) := fA∩(B∪C) = min {µ(x), fB∪C(x)} = min {µ(x), max{β(x), γ(x)}} .

Misalkan g fungsi keanggotaan (A ∩ B) ∪ (a ∩ C), maka

g(x) := g(A∩B)∪(A∩C) = max {gA∩B(x), gA∩C(x)} = max {min{µ(x), β(x)}, min{µ(x), γ(x)}} .

Dalam hal ini ekuivalen dengan membuktikan

min{µ(x), max{β(x), γ(x)}} = max{min{µ(x), β(x)}, min{µ(x), γ(x)}}

untuk setiap x ∈ X. Selanjutnya, akan dituliskan µ := µ(x), β := β(x), dan γ := γ(x) untuk
mempermudah penulisan. Karena B dan C simetris, tanpa mengurangi keumumsan misalkan
β ≥ γ. Oleh karena itu, sekarang ekuivalen dengan membuktikan

min{µ, β} = max{min{µ, β}, min{µ, γ}}.

Akan dibuktikan min{µ, β} ≥ min{µ, γ}. Perhatikan bahwa

min{µ, β} = µ + β − |µ − β|
2 , min{µ, γ} = µ + γ − |µ − γ|

2 .

Menurut ketaksamaan segitiga,

β − γ = |β − γ| = |γ − β| = |µ − β − (µ − γ)| ≥ |µ − β| − |µ − γ|.

Ketaksamaan tersebut ekuivalen pula dengan

min{µ, β} = µ + β − |µ − β|
2 ≥ µ + γ − |µ − γ|

2 = min{µ, γ}

seperti yang ingin dibuktikan. Akibatnya,

max{min{µ, β}, min{µ, γ}} = min{µ, β}

seperti yang ingin dibuktikan.
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Misalkan G suatu grup dengan elemen identitas e dan A = {(x, µ(x)) : x ∈ G} subgrup normal fuzzy
dari G. Definisikan himpunan H = {x ∈ G : µ(x) = µ(e)}. Buktikan H subgrup normal dari G.

Solusi:
Akan dibuktikan H ≤ G. Ambil sebarang x, y ∈ H, maka µ(x) = µ(e) = µ(y). Karena A

subgrup fuzzy dari G, maka

µ
(
xy−1

)
≥ min

{
µ(x), µ

(
y−1

)}
= min {µ(e), µ(y)} = µ(e)

karena µ(e) ≥ µ(a) untuk setiap a ∈ G. Karena µ
(
xy−1

)
≤ µ(e), maka µ

(
xy−1

)
= µ(e). Ini

berarti xy−1 ∈ H sehingga terbukti H ≤ G.
Akan dibuktikan H subgrup normal dari G. Ambil sebarang g ∈ G dan x ∈ H. Karena A
subgrup normal fuzzy dari G, maka

µ
(
gxg−1

)
= µ(x) =⇒ gxg−1 ∈ H.

Terbukti H subgrup normal dari G.
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Pandang grup G dengan elemen identitas e, a ∈ G, dan A = {(x, µ(x)) : x ∈ G} subgrup fuzzy dari G.
Buktikan µ(a) = µ(e) jika dan hanya jika aA = A = Aa.

Solusi:
(⇐) Jika aA = A = Aa. Karena aA = A, untuk setiap x ∈ G berlaku

(aµ)(x) = µ(x) ⇐⇒ µ
(
a−1x

)
= µ(x) ∀x ∈ G.

Pilih x := a, maka µ(e) = µ(a) seperti yang ingin dibuktikan.
(⇒) Jika µ(a) = µ(e). Karena A subgrup fuzzy dari G, maka µ(e) ≥ µ(x) untuk setiap x ∈ G
dan

µ(x) = µ(ex) = µ
(
aa−1x

)
≥ min

{
µ(a), µ

(
a−1x

)}
= min {µ(e), (aµ)(x)} = (aµ)(x).

Selain itu, µ
(
x−1

)
= µ(x) sehingga

(aµ)(x) = µ
(
a−1x

)
≥ min

{
µ

(
a−1

)
, µ(x)

}
= min {µ(a), µ(x)} = min {µ(e), µ(x)} = µ(x).

Karena (aµ)(x) ≥ µ(x) dan µ(x) ≥ (aµ)(x), ini berarti (aµ)(x) = µ(x) untuk setiap X ∈ G.
Terbukti aA = A. Kemudian, untuk pembuktian A = Aa dapat dibuktikan secara analog.
Terbukti aA = A = Aa.
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