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'_[ Question 1 ]
Misalkan R adalah ring, J dan K masing-masing ideal di R, dengan J C K.

(a). Tunjukkan 5 C

<l

(b). Tunjukkan % ideal di £.

(c¢). Tunjukkan % merupakan ring faktor. Didefinisikan pemetaan

0: R/J — R/K
a+J—0a+J)=a+K.

(d). Buktikan 6 homomorfisma surjektif.

(e). Buktikan ker(6) = K/J.

Penyelesaian.

Akan dibuktikan terlebih dahulu bahwa J ideal di K. Cukup dibuktikan bahwa untuk setiap j € J
dan k € K berlaku jk,kj € J. Ambil sebarang j € J dan k € K. Karena K C R, maka k € R.
Karena J ideal di R, maka jk,kj € J seperti yang ingin dibuktikan.

(a). Ambil sebarang k + J € % di mana k € K. Karena K C R, maka k € R yang menunjukkan
k+J € & Terbukti bahwa & C Z.

(b). Karena J ideal di K dan J ideal di R, maka % dan % masing-masing membentuk ring faktor.
Jelas bahwa % tak kosong berdasarkan definisi ring. Ambil sebarang ki + J, ks +J € % di mana
ki, ks € K. Perhatikan bahwa

(kI1+J) — (k2+J) = (]{1 —k‘2)+J dan (k1+J)(k2+J) = k1ko + J.

Karena K ideal di R, maka k1 —ky € K dan k1ky € K yang menunjukkan (ky+J)— (ke +J) € %
dan (k1 + J) (ko + J) € &, Jadi, & subring dari £. Ambil sebarang k+ J € & danr+J € &
di mana k € K dan r € R. Maka

(k+N)r+J)=kr+J dan (r+J)(k+J)=rk+J.

Karena K ideal di R, maka kr,rk € K yang menunjukkan (k+.J)(r+J) € % dan (r+J)(k+J) €
K Terbukti bahwa & ideal di Z£.



(c).
(d).

Karena % ideal di %, maka, % membentuk ring faktor, terbukti.

Akan dibuktikan 6 well-defined. Ambil sebarang x + J € % dan y 4+ J € % yang memenuhi
r+J =y+J di mana x,y € R. Ini berarti + —y € J dan karena J C K memberikan

r—y €K < x+ K =y+ K. Dari sini diperoleh
Olx+J)=24+K=y+K=0y+J) = 0(x+J)=0y+J)

seperti yang ingin dibuktikan.

Akan dibuktikan 6 surjektif. Ambil sebarang r+K € % di mana r € R, tinjau terdapat r+J € %
sedemikian sehingga 6(r + J) = r + K sehingga terbukti bahwa 6 surjektif.

Akan dibuktikan # homomorfisma. Ambil sebarang a+J,b+J € % di mana a,b € R. Ini berarti

9((a+J)+(b+J)) :9((a+b)+J) —(a+b)+ K = (a+K)+(b+K)=0(a+J)+00b+.J).
Di sisi lain,
0((a+ D)b+)) =0ab+J) =ab+ K = (a+ K)(b+ K) = 0(a+ )b+ 7).

Terbukti bahwa 6 homomorfisma.

Jadi, terbukti bahwa 6 merupakan homomorfisma surjektif.

. Ambil sebarang = + J € ker(f) di mana = € R. Tinjau bahwa 0 + K merupakan elemen nol di

R .. - .
% ini berarti

Or+K=0z+J)=2+K = 0p+K=2+K < 2—0gpe K <— z € K.

Ini berarti  + J € % sehingga diperoleh ker(8) C %
Ambil sebarang k + J € % di mana k € K. Ini berarti (k + J) = k+ K = Ogr + K yang
menunjukkan bahwa k + J € ker(6). Jadi, & C ker(6).

Dari sini, terbukti bahwa ker(6) = %
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’_[ Question 2 ]
Diberikan ring (Zg¢ x Zg,+,-).

(a). Tentukan semua ideal di Zg X Zs.
(b). Tentukan semua ideal maksimal di Zg X Zsy. Jelaskan.

(c). Tentukan dua ideal yang bukan ideal prima di Zg x Zg. Jelaskan.

\. J

Penyelesaian.

Teorema. Misalkan A dan B masing-masing merupakan ring dengan elemen satuan. Maka
semua ideal dari A x B berbentuk / x J di mana I ideal dari A dan J ideal dari B.

Teorema. Semua ideal dari Z, berbentuk kZ, di mana k merupakan faktor positif dari n.

(a). Perhatikan bahwa Zg dan Zs merupakan ring dengan elemen satuan, yaitu 1z, =1 dan 17, =1

sehingga teorema di atas dapat diterapkan. Perhatikan bahwa ideal dari Zg adalah
Ay =1Z¢ =Zs, Ay =2Z=1{0,2,4}, A3=3Z;=1{0,3}, As=06Zs={0}.

Semua ideal dari Zy adalah By = 1Zo = Z9 dan By = 275 = {6} Maka semua ideal dari Zg X Zo
berbentuk A; x B; di mana ¢ € {1,2,3} dan j € {1, 2}, yaitu:

51:A1X31:ZGXZQ

Sy = Ay x By = 27 x 7y = {(0,0) ., (0,7), (2.0), (2.1), (1,0) , (4,T)
Sy = Ay x By = 27 x {0} = {(0,0), (2.0), (,0)}
Ss = Ay x By = 32 x Zy = {(0,0), (0.1), (3.0), (0,1)}

(b). Jelas Sg, S7, Ss bukan ideal maksimal karena Sg, S7,Ss C S5 C Zg X Zs.
Jelas Sy bukan ideal maksimal kanrea S4 C S5 C Zg X Zs.
Sisanya, So, S3, S5 tidak termuat dalam subhimpunan sejati lain dari Zg x Zo. Jadi, Ss, .53, S5

merupakan ideal maksimal.

)

(c¢). Tinjau Sg bukan ideal prima karena (0,0) =
Tinjau S7 bukan ideal prima karena (0,0) =

) & Ss.

), namun ( ,6) , (3,6
,0),(3,0) ¢ S7.
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Question 3 ]

Buktikan bahwa setiap field merupakan ring Euclid. ]

Penyelesaian.

Misalkan F' merupakan field dan f: F — {0} — NU {0} dengan f(x) = 1 untuk setiap z € F.

Akan dibuktikan f well-defined. Ambil sebarang x,y € F dengan z = y, tinjau d(z) = 1 = d(y) =
d(z) = d(y), terbukti.

Ambil sebarang a,b € F' — {0p}, tinjau d(ab) =1 > 1 =d(a) = d(ab) > d(a).

Ambil sebarang a € F dan b € F — {0p}. Karena b # Op, maka b merupakan unit sehingga b~! ada
di F. Tinjau bahwa

a=1pa= (bb"')a+0p=">(b""a)+0p.

Ini membuktikan bahwa terdapat ¢, € F dengan ¢ = b~ 'a dan r = 0 yang memenuhi a = bg + 7.

Jadi, terbukti F' merupakan ruang Euclid. v
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