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Question 1 ]

Tentukan solusi u(x,t) untuk masalah nilai awal berikut dan buktikan bahwa solusi yang Anda

peroleh benar:

ou 4 1 0u 4 (2,0)
—+——=u u(z,0) = z.
ot x0x ’ ’
Penyelesaian.
Misalkan ¢t = t(s,7) dan =z = z(s, 7). Diperoleh % =1, % =1 % = u +t dengan z(0,7) = T,
t(0,7) =0, dan u(0,7) = 7. Tinjau bahwa
ot
55 = 1 = t(s,7) =5+ Ci(r) = 0=1t(0,7) =04 Ci(7) = C1(7)
s
yang berarti ¢(s,7) = s. Tinjau
oxr 1 1,
9T x0r =0s = 2% = s+ Cy(r) = x(s,7) = /25 + 2C(T).
s x
Diperoleh
2
T =2(0,7) = /205 (1) = Ca(7) = % — x(s,7) = V254 72,
Tulis ulang % =u+t = u+ s yang berarti % —u = s dengan u(0,7) = 7. Ini berarti
0 0(e™*
e 55 = 6*3§—6*33 = (eau) = e ‘u= /ess ds = —ses—/ (—e™®) ds = —se "—e *+C3(7)
s s

sehingga diperoleh u(s,7) = —s — 1 4+ €*C3(7). Diperoleh pula
T=u(0,7)=—-0—-1+1-C3(1) =C3(1) -1 = C3(7) =7+ 1.
Jadi, u(s,7) = —s — 1 + (7 + 1). Karena s = t dan 7 = v/x2 — 25, maka
u(z,t) :—t—1+et< ac2—2t+1>.

Akan diperiksa solusi ini memenuhi. Perhatikan bahwa w(z,0) = -0 — 141 - (\/ 22 -0+ 1) =

—1+z+1=x. Selain itu,
t

) 2
—u:—l—O—l—et(\/x?—Qt—l—l)—|—et-ﬁ:—1+et<\/x2—2t+l>—67

ot x? — 2t VaZ =2t
Ox 2Va? -2t Va? -2t
sehingga diperoleh
0 10
a—?+—a—":—1+et( a:2—2t—|—1>:—t—1+et<\/x2—2t+1>+t:u+t.
x 0x



’_[ Question 2 ]

Tentukan solusi u(x,t) untuk masalah nilai awal

z+1, —-1<x<0

%+u%:0, u(z,0) =< 1—z, 0O0<z<l1
0, z lainnya
Penyelesaian.
Misalkan t = ¢(s,7) dan « = z(s, 7). Diperoleh % =1, % =u, g—g =0, z(0,7) =7, t(0,7) = 0, dan
T+1, —-1<7<0
u(0,7)=¢ 1-7, 0<7<1

0, 7 lainnya

Dari % = 1 diperoleh t(s, T

) = s + C1(7) sehingga
0=t0,7)=0+Ci(r) =Ci(1) = Ci(1) =0 = t(s,7) = s.
)

Dari ‘3—7;‘ = 0 sehingga u(s, 7) = Cy(7), diperoleh

T+1, -1<7<0 T+1, -1<7<0
Co(t) =u(0,7)=¢ 1—7, 0<7<1 = u(s,7)=4¢ 1—-7, 0<7<1
0, 7 lainnya 0, 7 lainnya
Dari sini diperoleh bahwa
7+1, -1<7<0 sT+ s+ Cs(1), -1<7<0
gf—u— 1-7, 0<7<1 = 2(5,7)=19 s—s7+C4(1), 0<7<1
0, 7 lainnya Cs(7), 7 lainnya

Dari z(0,7) = 7, diperoleh
sT+s+717, —1<7<0
T=2(0,7) =C5(7) =Cu(1) = C5(1) = z(s,7) =< s—st+7, 0<7<1
T, 7 lainnya
Diperoleh bahwa s = t.
e Untuk —1 < 7 < 0. Tinjau bahwa x = s7 + s + 7 = (t + 1)7 + ¢ berakibat 7 = £=L. Ini berarti
—1§%§08ehingga—t—1§x—t§0 — 1<z <t
e Untuk 0 < 7 < 1. Tinjau bahwa z = s — s7 +7 =t + (1 — t)7 yang berarti 7 = =L, Ini berarti
0<“{—j§lsehingg30<x—t§1—t — t<zx <1

e Untuk 7 yang lain, diperoleh 7 = x untuk « yang lain.

Jadi, solusi yang diminta adalah

—t +1
byl —1<a<t zH 1<z <t
u(z,t) =4 1-=L  t<z<l =4 2 t<a<l
0, z lainnya 0, z lainnya
Solusi dapat dicek kebenarannya dan diserahkan kepada pembaca. v
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Question 3 ]

Tentukan klasifikasi/tipe dan bentuk kanonik persamaan diferensial parsial berikut:

0%u 0u 0u 50U ou
L 46— — 16— gy = .
3x2+68x8y 68y2+7l’ by 8y8y T+y

Penyelesaian.

Tulis ulang sebagai Uz, + 6Uzy — 16Uy, + Tr2u, — 8uy = = +y. Pandang bentuk umum
AUgy + DUgy + Clyy + dug + euy + fu =g,

berarti @ = 1,b = 6,c = —16 sehingga A(x,y) = b*> — dac = 36 + 64 = 100 > 0. Jadi, PD di atas
termasuk PD hiperbolik. Misalkan v = u(§,n) di mana £ = {(z,y) dan n = n(x,y). Substitusikan
pada PD dan akan diperleh bentuk

Augf + Bu&n + Cun”] = g(U{, u777 u, 57 77)

dengan
A= a€l + b&aby + &} = &3+ 66,¢, — 1665,
B = 2a&ns + b(&anz + Syny) + 2¢§yny = 26m + 6(Eane + Eymy) — 328ymy,
C =an’ + b1y + an =02+ 6121y — 16775.

Dalam hal ini harus dipenuhi D = B? — 4AC > 0 yang mana ada dua pilihan: A = C = 0 atau
B =0,C = —A (cukup pilih salah satu). Dalam solusi ini akan dipilih A = C' = 0. Akan diselesaikan
untuk £(z,y). Ini berarti

2
-6 —10
0= & 4 66,6, — 1662 —> 0= (5> +6<5x> 16— 6210 g
&y &y &y 2
Dengan {(x,y) = c1 konstan, maka 0 = d = & do + & dy <= % = _% = 8 yang berarti
y=8x+¢ < £ =y — 8x. Secara analog, untuk
2
—6+ 10
0 = 0%+ 6namy — 1677 —> 0= <"ﬂ”> +6<"ﬂ”> 16— 00,
Ty Ty My 2
Dengan 7n(x,y) = ¢y konstan, diperoleh pula % = —Z—z = —2 = y = —2z + 1 sehingga n = y + 2z.
Diperoleh x = 771—_05 dan y = %. Dari sini:
Uy = Uy + UyTy = —8ug + 2uy,

Uy = —8(ugele + Ugn) + 2(unela + wimne) = —8(—8uge + 2uey) + 2(—Bugy + 2uyy)
= 6411,55 — 16U£n — 16'&577 + 4u,m = —64u§§ — 32“577 + 471,7]7]

Ugy = —8(ugely + uenny) + 2(uney + upyny) = —8(uge + ugy) + 2(ugy + Unyy)

= —8uge — Bugy + 2uey + 2y, = —8uge — bugy + 2uy,
Uy = Uy + untly =Ug+ 1y
Uyy = (Ugely + uenny) + (UneSy + Unnyy) = (uge + ugn) + (uen + um)
= Uge + Ugy + Ugy + Upy = Uge + 2Ugy + Upy.
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Diperoleh pula

Ugy = 64uce — 32ug;) + duyy,
6ny = —48u5£ — 36’&577 + 1211,77,]

—16uyy = —16uge — 32ugy — 16wy,
n—¢&\
Triu, =17 (10) (—8ug + 2uy)

—8uy = —8u§ — 8u,7

Dengan menjumlahkan semuanya diperoleh

14 7 n—& &44n
0 - uge — 100ugy; + 0 - Uy — 2—5(77 — €)%ug + %(7] — €)%uy — Sug — 8uy = o + 3
In+¢

—100ug, — |—(n—€)*+8 —(n—6)?—8|u, =

ey~ 30 €7+ 8| ue + | n - 92 - 8], = 2L

1 1 In+¢

— [7(n — €)% — 400] uy — —— [7(n — &)* + 100] ug — ——> =

5000 11— ¢) o = T (701 = €7 +100] ug — et = ey

sebagai bentuk kanonik PD tersebut. v
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