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Soal

Selesaikan persamaan diferensial berikut dengan menggunakan deret pangkat:
2y +y=1
Tentukan f(t) bila diketahui:

_ s+4 +e_25
0 244s+5 s+ 17

F(s)

Selesaikan masalah nilai awal berikut dengan menggunakan transformasi Laplace

y" —2y" + 9y =18y =4e’, y(0)=0, y'(0)=0, y'(0)=1

Tentukan solusi umum sistem persamaan diferensial biasa berikut dengan menggunakan nilai
eigen dan vektor eigen matriks koefisien dalam sistem PDB
dx

d
Esz—y dan d—?i:x—i—Qy.



SoAL NOMOR

Selesaikan persamaan diferensial berikut dengan menggunakan deret pangkat:

2y +y=1
(o)
Misalkan y(z) = Z anx”, di mana ag,ay,as, ... suatu konstan. Dari sini, diperoleh bahwa
n=0

(o] o0
y = Z apnz™ = Z ant1(n+ 1)z"
n=1

n=0

Maka persamaan menjadi:

o (0.0) o
1=2/4y=2> anpi(n+ 1"+ > apa" = (2an+1(n +1)+ an)m".
n=0 n=0 n=0
. c 1—ap Ap+1 1
Ini berarti 2a1 +ag =1 < a1 = dan 2(n+1)ap+1+an, =0 <= = —
an 2(n+1)
untuk setiap bilangan asli n. Untuk setiap bilangan asli n,
An+41 Qn Qp—1 a2
an+1 — . . .t — al
anp, Gp—1 Qap—2 ai
() () (m9) - (5m)
=—|-—— (... | —=—= ] a
2(n+1) n 2(n — 1) 2(2))
1 1-—
= (=" 1%
2n(n +1)! 2
1—ag

=V Gy

1—a0
27 . n!

— ap 0 1—(10

=(-1) SR dari sini dapat disimpulkan a, = (—1)""1.

Tinjau a; = untuk

setiap bilangan asli n. Didapatkan
o
y(z) = Z anx"
n=0

o
=ag + Z anpx”
n=1



s 1 ago
-1
_(10—1—2(—1)” ] e
n=1
> 2\" 1 1—ag
w0+ (5) 5
n=1
> z\"ag —1
_a0+z<_2 n!
n=1
> z\" ap & z\" 1
—a+3(-3) S0 (-3) @
n=1 n=1
> 1 z\" X1 z\"
= —(-2) =Y = (-2 1
“Ozn'( 2) Zn!( 2) "
n=0 n=0
—age 2 —e 2 +1
=(ag—1)e"2 +1
=|Ce % +1

di mana C' = 1 — ag suatu konstan.

T

=1 " z
Catatan. Penentuan Z - (—) = e 2 diperoleh berdasarkan Deret Mclaurin. Deret Mclaurin
n!
n=0

2
dari f(z) dinyatakan sel;agai
f1O) . f"0) o f"0) 3

= f"0) ,
f(x):nZ::OTx :f(0)+T:e+ TR TR

Secara khusus, f(x) = e~ 2, dapat diperoleh bahwa

Diperoleh




SoAL NOMOR

Tentukan f(¢) bila diketahui:

s+4 e2s
Fls) = s2+4s+5 + s+1
Perhatikan bahwa
_ ol s+4 6*25
B 214515 st
_ ol s+ 2 e 28
B (s +2)2 (s+ )2+1 s+1
I .
=L <s+2 Ay s+2 L s+1
s+ 2 -1 1 e
<5+2 >+2£ ((S+2)2+1>+E <s+1
Perhatikan bahwa A(s) = 1 (t) = L71A(s) = cos(t), tinjau
s+ 2 1 s+2 9t _ -2t
m ( ) — L ((3—|—2)2—{—1) =€ a(t) =€ COS(t).
Perhatikan bahwa B(s) = 211 <= b(t) = L7'B(s) = sin(t). Tinjau
s
1 _ _ 1 _ ot .
m = B(S + 2) = E(e 2tb(t)) < £ L ((S—l—2)2—}—1> =€ th(t) =€ 2 Sln(t).
1
Perhatikan bahwa C(s) = - <= ¢(t) = £L7'C(s) = 1, tinjau
s
6725

S

Dengan memisalkan d(t)
D(t + 1) di mana D(s)

£t (e'd(t)) = D(s+1) =

e 2N 0(s +1) =

= e 2C(s) = L{ua(t)e(t - 2)).

= up(t)e(t — 2) = up(t) - 1 = us(t) - 1 = us(t), ini berarti c(e*td(t)) —
= L d(t) = e ?*C(s). Ini berarti




Diperoleh

etdit) =Lt e 2. g —e 2Lt — — £ i = e2etd(t) = €2 tuy(t)
s+1 s+1 s+1 '

Jadi,

g9}

f(t) = e 2 cos(t) + 2e X sin(t) + 2 tuy(t) =

e 2 cos(t) + 2¢~* sin(t), t<2
e 2 cos(t) + 2e 2 sin(t) + €27t t>2(




SoAL NOMOR

Selesaikan masalah nilai awal berikut dengan menggunakan transformasi Laplace

y/// . 2y" + gy’ — 18y = 4€ta y(O) =0,

y(0)=0, y"(0)=1

Misalkan £ y(t) = Y(s). Ambil transformasi Laplace di kedua ruas,

c (4et> =L (y" — 29" + 9y — 18y)
AL (') = L (y") = £ (2y") + £ (9) - L(18y)
4L = L")~ 2L () + 9L () ~ 18L()
= Y (s) — £(0) — s/ (0) ~ (0) ~ 2 (¥ (5) — sy(0) — 4 0)
+9(sY(s) —y(0)) — 18Y(s)
. f = sV (s) — 1 — 252V (s) + 9sY (s) — 18Y (s)
Sfl = (s> =252 + 95 — 18)Y(s) — 1
(s*— 252+ 95— 18) Y (s) = s: +1
4+s—1
Yis) = (s —1)(s3—2s249s—18)
_ s+3
C(s—1)(s—2)(s2+9)
Misalkan 543 A B Cs+ D
G-DE-2)(2+9) s-1 ' s5-2" 2+9

di mana A, B, C, D suatu konstan. Dengan menyamakan penyebut,

s+3=A(s—2) (s2+9) + B(s—1) (s +9) + (s = 1)(s — 2)(Cs + D)

untuk setiap s. Untuk s = 1 diperoleh

4 = A(-1)(10) + B(0)(10) +

0)(=1)(C + D)

4

=—10A &= A=——=——.

10

2
5



Untuk s = 2,

+(1)(0)(25+ D) = 13B <= B= -

5= A(0)(13) + B(1)(13) =

Untuk s = 3,

2

6 = A(1)(18) + B(2)(18) + (2)(1)(3C + D) = 18 ( i

>+36<153> 2+ (3C + D)

21
sehingga diperoleh 3C' + D = ~65 Untuk s = 0,

2 5
3 = A(=2)(9) + B(=1)(9) + (—1)(=2)D = 18 <_5> 9 < 3> +2D
. 24 .
sehingga D = ~65 Diperoleh
_1<21 D>_1<21 24)_1 3 1
3\ 65 3\ 65 65/ 3 65 65
Jadi,
2 1 5 1 Ly 2
Vis) = 2. 2 65 65
=-351t3 521 210
2/ 1 5 1 1 s 8 3
=~ " =13 B TAUCET YA
5\s—1 13 \s—2 65 \s2+9 65 \s2+9

Ini berarti

5 (1) i () e (o) s ()

5 65 \s2+9 65 \s2+9
S5 m) e E e

—EE () et () e G) - (7)

= —%e + 15—362t + %cos(?yt) — % sin(3t) |-

)



SoAL NOMOR

Tentukan solusi umum sistem persamaan diferensial biasa berikut dengan menggunakan nilai eigen
dan vektor eigen matriks koefisien dalam sistem PDB

dz dy
E-Z’zc—y dan E—x+2y.

Sistem PDB dapat ditulis ulang sebagai

d izl |2 -1 |= . dx 12 —1 < x— |*
de ly| (1 2| |y e |1 2|7 T |yl
. . At . 2 0 . dx At 6 o g g
Substitusi x = e**u di mana u € C* — 0 , diperoleh E:)\e u. Dari sini diperoleh
e [2 1] a o _[2 =1] s oxeo _([2 =1] ) x
Aeu—l126u<:>0—12eu Aetu = 1 9 A | eMu

2—-X -1
1 2—A

yang berarti lg] = [ 1 9 _ )\] u karena eM #£ 0. Apabila # 0, maka

-1
2—X -1 . .
[ 1 9 _ )\] ada. Ini berakibat
u=1Iu
Cf2ex 1] 2-a 1
12— 1 2"




kontradiksi. Maka haruslah

2—-A -1

0=1"1 9_2x

—2-N+1 — XA=2+i

Untuk A = 2 + ¢ dan misalkan u = tjl] , ini berarti
2

-5t e =B

1
yang mmeberikan u = [_l] . Ini berarti

2t 2t
_ ot (240t 2t i 1| _ | e cos(t) +ie” sin(?)
x=cu=e u=ce (cos(t) +1 sm(t)) [_Z] [_ieﬁ cos(t) + €2 sin(t)

yang memberikan x = l

et cos(t)] w [ e sin(t)

e sin(t) 2

. Jadi, solusi umum untuk x adalah
—e“' cos(t)

lx(t)} —x=0, le% cos(t)} LG [ e? sin(t) ] _ [Cle% cos(t) + Coe?t sin(t)] '

e* sin(t) —e? cos(t) Cre sin(t) — Coe? cos(t)

Jadi, solusi umum untuk sistem PDB tersebut adalah

z(t) = Cre* cos(t) + Coe® sin(t)

y(t) = Cre*sin(t) — Coe? cos(t) C1, Cs konstan |
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