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Soal

Diketahui kurva berupa lingkaran di R? dengan jari-jari sama dengan 1 dan berpusat di titik
(0,0).

(a) Cari dua lintasan ¢; dan ¢, yang merepresentasikan lingkaran tersebut. Buktikan bahwa
dua lintasan yang Anda cari ekivalen.

(b) Diketahui F(z,y) = (—y,z). Hitung /F -dS dan /F -dS.
$1 b2

Diketahui fungsi F(z,y, z) = (azz, v, 22) dan permukaan S merupakan bagian kerucut 2% = 2% +y>
yang dibatasi oleh z = 1 dan z = 2 dengan vektor normal mengarah keluar dari kerucut. Hitunglah

/F-dS.
S

Diketahui sebuah permukaan dengan permukaan z? + y? + 2% = 32

(a). Carilah parameterisasi dari permukaan tersebut.

(b). Gunakan jawaban nomor a untuk mencari luas permukaannya.

Verivikasi teorema Gauss jika diketahui F(x,y, z) = (z,vy, z) dan V adalah daerah yang dibatasi
oleh silinder 22 + y? = 9 dan bidang z = 0, z = 3.



SoAL NOMOR

Diketahui kurva berupa lingkaran di R? dengan jari-jari sama dengan 1 dan berpusat di titik (0,0).

(a) Cari dua lintasan ¢ dan ¢ yang merepresentasikan lingkaran tersebut. Buktikan bahwa dua
lintasan yang Anda cari ekivalen.

(b) Diketahui F(z,y) = (—y,z). Hitung /F -dS dan /F -dS.
$1 b2

(a) Tinjau ¢1 : [0,27] — R? dan ¢ : [0,1] — R? dengan
@1(t) = (cos(t),sin(t)) dan ¢o(t) = (cos(2nt), sin(27t)).

Akan dibuktikan bahwa ¢; dan ¢y ekivalen. Pandang f : [0, 1] — [0, 27] dengan f(t) = 27t.
Akan dibuktikan f well-defined. Ambil sebarang t1,ts € [0, 1] sedemikian sehingga t; = ta,
tinjau

f(tl) = 27t; = 2mty = f(tg) — f(tl) = f(tg).

Perhatikan bahwa f(t) = 2m > 0 untuk setiap t € (0, 1), ini artinya f monoton naik tegas
di interval [0, 1] yang menunjukkan bahwa f injektif di interval tersebut. Karena f” ada di
setiap t € [0, 1], maka f kontinu di [0, 1] yang menunjukkan f surjektif di interval tersebut.
Kemudian, ¢ ot : [0,1] — R? dan untuk setiap ¢ € [0, 1] berlaku

(610 f)(t) = ¢1(f(t)) = ¢1(2mt) = (cos(27t),sin(2mt)) = ¢a(t).

Karena berlaku untuk sebarang ¢ € [0, 1], maka ¢1 ot = ¢o. Jadi, terbukti ¢; dan ¢
ekuivalen.

(b) Tinjau f/(t) > 0 (sebagaimana pada bagian a) yang berarti ¢; dan ¢ lintasan ekivalen
dengan orientasi searah, hal ini berakibat

/F .dS = /F .dS = 7F(¢1(t)) LB (0) dt
b2 ¢1 0

27 2
= /(— sin(t), cos(t)) - (—sin(t), cos(t)) dt = /sinz(t) + cos?(t) dt
0 0
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Catatan. Hasil pada bagian (b) diperoleh bergantung pada lintasan yang dibuat dan
hasilnya 27 atau —27. Apabila parameterisasi lintasan ¢; dan ¢o ekivalen namun memiliki
orientasi yang berbeda, maka hasil yang diperoleh 27 dan yang lainnya —27. Kemungkinan
lainnya, jika ¢; dan ¢ memiliki orientasi yang searah memungkinkan juga memberikan

jawaban —27.



SoAL NOMOR

Diketahui fungsi F(x,y,z) = (xQ, y2, 22) dan permukaan S merupakan bagian kerucut 2% = 2?2 + y?

yang dibatasi oleh z = 1 dan z = 2 dengan vektor normal mengarah keluar dari kerucut. Hitunglah
F - dS.

Untuk setiap (z,y,2) € S, parameterisasi titik-titik tersebut dengan
(2,9, 2) = ¢(u,v) = (ucos(v),usin(v),u), ¢:[L,2] x [0,27].
Perhatikan bahwa

t, = (cos(v),sin(v),1) dan t, = (—usin(v),ucos(v),0).



dari sini diperoleh

i ik
ty X t, =| cos(v) sin(v) 1| = (—u cos(v), —usin(v), u cos?(v) + usin2(v))
—usin(v) wucos(v) 0

= (—ucos(v), —usin(v), u).

Oleh karena itu, vektor normal satuan dari permukaan tersebut berdasarkan parameterisasi
tersebut adalah

by Xty (—ucos(v), —usin(v), u) :( cos(v) sin(v) 1 >
[t x to \/u2 cos?(v) + u? sin?(v) 4 u? V2 T V2 V2

yang berarti mengarah ke dalam kerucut. Karena vektor normal S mengarah keluar dari kerucut,
maka, /F -dS = — /F -dS. Didapatkan
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u u=2
d
1 i)
15
_ __° 3 _ 3
= 4/( cos’(v) s1n()+1)dv
0
2m 2m 2m m
Akan ditentukan /cos (v) dv dan /sin3(v) dv. Tinjau /cosg(v) dv = /cos (v) dv +

0 0 0 0

2

/cos3(v) dv. Misalkan v = a4+ 7 <= y = v — m, maka dv = da sehingga diperoleh

™

21 g

/cos?’(v) dv = ]0083(a +7) da = /(—cos(a))3 dy = —]cosg(a) da = — /ﬂcos3(v) dv.
0 0 0 0

T



Ini berarti

7cos3(v) = /cos ) dv + /cos - /COS3(U) _ ]6053(v) do — 0.
0 0

2m
Akan ditentukan / sin3(v) dv = / sin® ) dv + / sin3 ) dv. Dengan cara yang sama seba-

0
gaimana sebelumnya,

2

/sin3(v) dv = /ﬂsing’(b—i— m)d(b+7) = /7r(—silr1(()))3 db = — ]sing(b) db = — ]sing(v) dv
0 0 0 0

™

sehingga dapat diperoleh / sin® ) dv = 0. Jadi,

2m
1 1
/F-dS:—f(—/COS3(U)dU—/Sln dv—{—/dv):— O—0+27r):—%.

S 0

2m 2m

Alternatif Solusi. Nilai dari / cos®(v) dv dan / sin®(v) dv dapat ditentukan dengan menen-
0 0

tukan / cos®(v) dv dan / sin®(v) dv menggunakan identitas berikut:

3 cos(x) + cos(3z)
4

3sin(x) — sin(3z)
i .

cos(3x) = 4cos®(z) — 3cos(z) < cosd(z) =

sin(3z) = 3sin(z) — 4sin®(z) <= sin®(z) =
Identitas tersebut dapat dibuktikan sebagaimana berikut:

cos(3x) = cos(2z + x) = cos(2z) cos(x) — sin(2x) sin(z)

= (2 cos?(x) — 1) cos(z) — 2sin(z) cos(z) - sin(z)

= 2cos’(x) — cos(z) — 2sin?(x) cos(x)

= 2cos3(z) — cos(z) — 2 (1 — cosQ(x)) cos(z)
= 2cos3(z) — cos(z) — 2cos(x) + 2cos®(x)

= 4 cos3(z) — 3cos(x).

Dengan cara yang sama dapat dibuktikan untuk sin(3z).



SoAL NOMOR

Diketahui sebuah permukaan dengan permukaan z2 + y? + 22 = 32.
(a). Carilah parameterisasi dari permukaan tersebut.

(b). Gunakan jawaban nomor a untuk mencari luas permukaannya.

(a) Tinjau untuk
(z,y,2) = ¢(u,v) = (3cos(u) sin(v), 3sin(u) sin(v), 3cos(v)), ¢ :[0,2n] x [0,7] — R?
merupakan parameterisasi untuk permukaan tersebut karena
22 + % + 2% = 9cos?(u) sin?(v) + 9sin?(u) sin?(v) + 9 cos?(v)
= 9sin®(v) (COS2(U) + sin? (u)) + 9 cos?(v)
= 9sin?(v) + 9 cos?(v)
=9.
(b) Tinjau
t, = (—3sin(u) sin(v), 3 cos(u) sin(v),0) dan t, = (3 cos(u) cos(v),3sin(u) cos(v), —3sin(v)).
Diperoleh
i k

ty, X t, = |—3sin(u) sin(v) 3cos(u) sin(v) 0
3cos(u) cos(v) 3sin(u)cos(v) —3sin(v)

= (—9cos(u) sin*(v), ~9sin(u) sin*(v), ~9sin*(u) sin(v) cos(v) — 9 cos?(u) sin(v) cos(v) )

= (=9 cos(u) sin?(v), —9sin(u) sin?(v), —9sin(v) cos(v)).

Diperoleh

Ity X to|| = \/81 cos?(u) sin*(v) + 81 sin?(u) sin?(v) + 81 sin?(v) cos?(v)

= 9y/sin*(v) (cos?(u) + sin?(u)) + sin?(v) cos?(v)



= 9y/sin*(v) + sin?(v) cos?(v)

= 9\/sin2(v) (sin?(v) + cos?(v))
= 94/sin?(v)
= 9| sin(v)| = 9sin(v)
karena untuk setiap v € [0, 7] berlaku sin(v) > 0. Diperoleh luas permukaannya adalah

27 T 27

/ ds — // b X tof| du dv = //9sin(v) il = /187r sin(v) dv = 187 cos(v)]’=2
S 0 0 0 0

0

sehingga diperoleh hasilnya 187 (— cos(m) + cos(0)) = 187(1 + 1) = .



SoAL NOMOR

Verivikasi teorema Gauss jika diketahui F(z,y, z) = (x,y, z) dan V adalah daerah yang dibatasi oleh
silinder 22 4+ 4% = 9 dan bidang z = 0,z = 3.

Misalkan:
« S, merupakan permukaan alas silinder, yaitu 2 + y? = 9 di bidang z = 0,
e S5 merupakan selimut silinder yang dibatasi oleh z = 0 dan z = 3,

e S3 merupakan permukaan tutup slinider, yaitu 22 + y? = 9 di bidang z = 3.
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Asumsikan vektor normal masing-masing permukaan S1, So, S3 mengarah keluar, akan dibuktikan
bahwa /F -dS = /// div(F) dV di mana S = S; U Sz U S3. Tinjau
S \%

/F-dS:/F-dS+/F~dS+/F-dS.
S 51 SQ SS

o Akan ditentukan /F -dS. Untuk setiap (x,y, z) € S1, parameterisasi (z,y, z) = ¢1(u,v) =
S1
(ucos(v),usin(v),0) di mana ¢, : [0,3] x [0,27]. Diperoleh t, = (cos(v),sin(v),0) dan
t, = (—usin(v), ucos(v),0), maka

i ik
ty, X t, =| cos(v) sin(v) 0] = (O,O,ucosQ(v) + usinQ(v)) = (0,0, u)
—usin(v) wcos(v) 0

sehingga
ty X ty _ (0,0’ u) _ (0,0, U) _ (Oa 07 U) _ (0 0 1)
Htu % th 02 + 02 + u? \/Q,T2 |u’ o

karena |u| = uw untuk u € [0, 3]. Jadi, vektor normalnya mengarah ke dalam silinder. Maka

2 3
/F-dS:—/F~dS:—//F(¢1(u,v))-(tuxtv)dudv
S1 b1 0 0
27 3 27 3
=—//(ucos(v),usin(v)jo)-(0,0,u) dudv://0+0+0dudv
00 00
27 3
://Odudv:().
00

o Akan ditentukan /F -dS. Untuk setiap (z,y, z) € Sz, parameterisasi (z,y, z) = ¢2(u,v) =
Sa
(3cos(u), 3sin(u),v) dengan ¢9 : [0,27] x [0, 3]. Diperoleh t,, = (—3sin(u), 3 cos(u),0) dan
t, = (0,0, 1) sehingga

i ik
ty X t, = |—3sin(u) 3cos(u) 0= (3cos(u),3sin(u),0)
0 0 1
ty X ty (3 cos(u), 3sin(u),0)

sehingga diperoleh = (cos(u),sin(u),0) yang be-

[t > to \/9COS2(U) +9sin?(u) + 0
rarti vektor normalnya mengarah keluar silinder. Maka

2m 3

S{F.ds:q{F.dS:O/O/F(@(u,v)).(tuXty)dudv
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(3cos(u),3sin(u),v) - (3cos(u),3sin(u),0) du dv

9 cos?(u) + 9sin?(u) + 0 du dv

9 du dv

O\w O\w O\w

[
[
/I

21)(3) = 4.

o Akan ditentukan /F -dS. Untuk setiap (z,y, z) € S3, parameterisasi (z,y, z) = ¢3(u,v) =
S3
(ucos(v),usin(v),3) dengan ¢3 : [0,3] x [0,27]. Diperoleh t, = (cos(v),sin(v),0) dan
t, = (—usin(v), ucos(v),0), maka
i ik
by Xty =| cos(v)  sin(v) 0| =(0,0,ucos’(v) + usin(v)) = (0,0,u)
—usin(v) wcos(v) 0

sehingga
ty X ty (0,0,u)  (0,0,u) (0,0,u)
[tu Xtv” V2 +02+u?2 Va2 |ul

karena |u| = u untuk u € [0, 3]. Jadi, vektor normalnya mengarah ke luar silinder. Maka

= (0,0,1)

S[F.dsz—lF.dszZZF(@(u,v)).(tuXtv)dudv

2w 3

2T 3 2m 2 u=3
:// 3 du dV = /[ ] dv

00 u=0
=27 ?7—2771

Diperoleh bahwa / F-dS = 0+ 547 + 277 = 81w. Karena vektor normal masing-masing

S
permukaan, menurut teorema Gauss berlaku

/F ds = ///dw ) AV = ///(:UJr y+§z>dV—3///dV—37r323—817r

yang mana sesuai. Nilai dari / / dV menyatakan volume silinder dengan tinggi 3 dan jari-jari

alas 3.
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Apabila vektor normal masing-masing permukaan mengarah ke dalam silinder, dengan parame-
terisasi yang sama berlaku

/F-dS:/F-dS, /F-dSZ—/F-dS, /F-dSZ—/F-dS
S1 P1 So P2 S3 3

sehingga / F -dS =0 — 547 — 277 = —81m. Karena masing-masing permukaan mengarah ke
S

dalam silinder, menurut teorema Gauss berlaku

S/F:—/V/ div(F)dV:—// 3dV:—3///dV:—817r

yang mana juga sesuai.
Catatan. Peninjauan vektor normal setiap permukaan sangat penting mengingat syarat berlaku
teorema Gauss, yaitu vektor normal mengarah keluar permukaan.
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