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Soal

Carilah turunan fungsi kompleks f(z) = sin (log (22>)

Tentukan himpunan terbesar f(z) = eﬁ,a € C sedemikian sehingga fungsi f(z) analitik.

Jika diberikan fungsi u(z,y) = y* — 32y, tentukan suatu fungsi kompleks f(z) = u(z, y) + iv(zy)
sedemikian sehingga v(x,y) merupakan fungsi harmonik sekawan u(zx,y).



SoAL NOMOR

Carilah turunan fungsi kompleks f(z) = sin (log <z2>>.

2
Klaim I. Fungsi a(z) = log (z2> terdiferensial di z # 0 di mana a'(z) = = untuk 2z # 0 dan
z

a’(0) tidak ada. ‘
Bukti. Tinjau a(0) tidak terdefinisi, maka a’(0) tidak ada. Untuk z # 0, misalkan z = re di
mana r = |z| € R dan § € R. Maka

a(z) =a (rew) = log (7’26%9) =In ’7“2‘ + (20 + 27k) = 21n(r) + i(20 4+ 27k), k€ Z.

2

Ini berarti u(r, ) = 2In(r) dan v(r, 0) = 26 + 27k. Perhatikan bahwa u, = —, up = 0, v, = 0,
r

dan vy = 2. Karena ru, = vy dan rv, = —uy = 0, maka v dan v memenuhi PCR di (r,6).

Karena masing-masing turunan parsial « dan v kontinu dan ada di semua persekitaran (r,0),
serta terpenuhinya PCR, ini berarti a’(2) ada untuk z # 0, dengan

2 2 2
d'(2) = (uy +iv,)e? = ( +i- O) e ? = -, z#0.
T

re 2z

Terbukti. 0

Klaim II. Fungsi b(z) = sin(z) terdiferensial di C dengan b'(z) = cos(z).
Bukti. Misalkan z = x + 1y dengan z,y € R, diperoleh

b(z) = sin(z) = sin(x + iy) = sin(z) cos(iy) + cos(x) sin(iy) = sin(z) cosh(y) + i cos(x) sinh(y).

Ini berarti u(z,y) = sin(z)cosh(y) dan v(z,y) = cos(x)sinh(y). Perhatikan bahwa wu, =
cos(x) cosh(y), u, = sin(x) sinh(y), v, = —sin(x) sinh(y), v, = cos(z) cosh(y). Karena u, = u,
dan u, = —v,, maka v dan v memenuhi PCR di (z,y). Karena masing-masing turunan parsial
x dan y kontinu dan ada di semua persekitaran (z,%), serta terpenuhinya PCR, ini berarti b'(z)
ada untuk setiap z € C, dengan

b (2) = ug + vy = cos(x) cosh(y) — isin(z) sinh(y) = cos(z + iy) = cos(z).

Terbukti. 0



Tinjau f(0) tidak terdefinisi karena a(0) = log(0) tidak terdefinisi, ini berakibat f’(0) tidak
ada. Untuk z # 0, maka b(z) terdiferensial di z # 0 dan (a o b)(z) juga terdiferensial di b(z).
Akibatnya, komposisi f(z) = (a0 b)(2) juga terdiferensial di z # 0, dengan

f/(z) = % 0 % = COoSs (log <z2)) 'gz 2cos(lozg(22)).

Jadi,

2 cos (log (2%))

f'(z) = -, z#0
tidak ada, z =0




SoAL NOMOR

Tentukan himpunan terbesar f(z) = eTmaz ,a € C sedemikian sehingga fungsi f(z) analitik.

Untuk ¢ = 0, maka f(z) =e.
Klaim I. Fungsi f(z) = e fungsi analitik di setiap z € C.

Bukti. Misalkan z = x + iy dengan z,y € R. Pada f(z) = e, maka u(z,y) = e dan
v(z,y) = 0 yang berarti u, = 0, uy = 0, v, = 0, dan v, = 0. Karena u, = v, dan u, = —v,,
ini berarti v dan v memenuhi PCR di (z,y). Karena masing-masing turunal parsial v dan v
kontinu dan ada di setiap persekitaran (z,y), serta terpenuhinya PCR, ini berarti f/(2) ada
dengan f(z2) = uy + iv, = 0. Karena f'(z) ada untuk setiap z € C, ini artinya f(z) analitik di
mana-mana.

Jadi, himpunan terbesar z yang memenuhi adalah {z | z € C} untuk a = 0. O

Selanjutnya akan ditinjau untuk a # 0.
. : 1 " o
Klaim II. Fungsi b(z) = — analitik selain di z = 0.
z

Bukti. Tinjau a(0) tidak terdefinisi, akibatnya '(0) tidak ada. Ini artinya b(z) tidak analitik
di z=0. Untuk z # 0, misalkan z = re®’ di mana r = |z| € RT dan 6§ € R. Dari sini diperoleh

b (rei9> _ 1 e ®  cos(f) —isin(d)  cos(f) 3 sin(@)i'

reitd g r r r
0 in(0 0
Ini berarti u(r,0) = cos(6) dan v(r,0) = _sin( ) Perhatikan bahwa u, = —Coig ), ug =
7
in(6 in(6 0
_sm( ), Up = smg ), dan vg = —COS( ) Karena ru, = vg dan rv, = —uy, ini berarti v dan v

r r r
memenuhi PCR di (r,#). Karena turunan parsial « dan v masing-masing kontinu dan terdefinisi
di setiap persekitaran (r, ), maka b'(2) ada dengan

V(2) = (up + v, )e ¥
_ <_ cos(0) N Z,sin(9)> o=

r2 r2




cos(6) — isin(0) o0

(rei9)2 T 22

Karena b'(z) ada di setiap z # 0, ini berarti b(z) analitik di selain z = 0. O

1
Ini menunjukkan bahwa ¢(z) = analitik di setiap 1 —az =0 <= 2z = —.
a

1—az

Klaim III. Fungsi d(z) = €* analitik di setiap z € C.

Bukti. Misalkan z = x + 1y di mana x,y € R, maka
e = "W = e%e" = % (cos(y) + isin(y)) = e” cos(y) + ie® sin(y).

Ini berarti u(z, y) = e* cos(y) dan v(x,y) = e”sin(y). Ini artinya u, = e* cos(y), uy = —e*sin(y),
vy = €”sin(y), dan vy = €” cos(y). Karena u, = v, dan u, = —v,, ini berarti v dan v memenuhi
PCR di setiap (z,y). Karena masing-masing turunan parsial v dan v kontinu dan ada di setiap
persekitaran (z,y), maka d'(z) ada dengan

z

d'(2) = ug + iv, = €” cos(y) + ie” sin(y) = €*.

Karena d'(z) ada di setiap z € C, jadi d(z) analitik di setiap 2z € C. O

1 1
Tinjau f(z) = (doc¢)(z). Karena ¢ () tidak terdefinisi, maka f () juga tidak terdefinisi.
a a
1 1
Ini menunjukkan bahwa f’ () tidak ada. Untuk z # —, maka c¢(z) analitik di z dan (d o ¢)(2)
a a

1
analitik di ¢(z). Jadi, himpunan terbesar sehingga f(z) analitik adalah {z €eC|z# }

a
Jadi,

o Untuk a = 0, himpunan terbesar sehingga f(z) analitik adalah |{z | z € C} |

1
o Untuk a # 0, himpunan terbesar sehingga f(z) analitik adalah {Z eClz# } :
a




SoAL NOMOR

Jika diberikan fungsi u(z,y) = y> — 322y, tentukan suatu fungsi kompleks f(z) = u(z,y) + iv(zy)
sedemikian sehingga v(x,y) merupakan fungsi harmonik sekawan u(zx,y).

Akan dibuktikan bahwa v fungsi harmonik. Tinjau u, = —62y, Uz = —6y, uy = 3y? — 322,
uyy = 6y, yang memberikan ug, + u,, = 0. Ini berarti v harmonik sehingga u(x,y) memiliki
fungsi harmonik sekawan v(z,y). Tinjau

Uy = Uy = —bzy = v(z,y) = /76$y dy = —3zy? + g(x)
di mana g : R — R. Di sisi lain,
=3y" +¢'(2) = v = —uy = 32" =3y’ = ¢'(x) =3% = g(z) =2’ +C

di mana C' € R suatu konstan. Diperoleh v(z,y) = —32y? + 2% + C yang berarti

f(z) = u(z,y) + iv(z,y) = y* — 32y +i (m3 — 3xy? + C) =i (z3 4 0)

di mana C € R suatu konstan.



	
	
	

