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Soal

Relasi rekurensi dari polinom Bessel adalah
Bp(z) = 2(n — 1)B,_1(x) — 2°B,_»(x)
dengan Bj(z) = z + 1 dan By(z) = 2> + 3z + 3.

(a) Tentukan polinom Bessel B3(z).

(b) Hitung / 2P dx jika berlaku identitas integral polinom Bessel
/a:erpr(x) dz = 2P By (z) + C.

Polinom Chebyshev didefinisikan dengan
T, (x) = cos (n cos_l(x)) ekivalen T, (cos®) = cos(nd).

(a) Buktikan T, 41 (x) = 22T, (x) — Th—1 ().
(b) Tunjukkan

1
1
_/1 Tz () do = { om =

Relasi rekursif untuk polinom Laguerre adalah
m+1)Lpt1(z) = 2n+1—2)Lyp(x) — nlp_1(x)
dengan Lo(xz) = 1dan Ly(z) =1 — .

(a) Tentukan polinom Laguerre L4(z).

(b) Verivikasi untuk nilai n = 2 dan n = 3 polinom Laguerre ortogonal terhadap fungsi bobot
e *.

Representasi Rodrigues untuk polinom Hermite adalah

ar _
Hy(z) = (—1)%»’62@6 v
(a) Tentukan polinom Hermite Ha(x) dan H3(z).

(b) Tunjukkan Hy(z) dan Hs(x) adalah ortogonal terhadap fungsi bobot e



SoAL NOMOR

Relasi rekurensi dari polinom Bessel adalah
Bp(z) =2(n—1)B,_1(z) — 2°B,_»(x)
dengan Bj(z) = x + 1 dan By(z) = 2% + 3z + 3.

(a) Tentukan polinom Bessel Bs(z).

(b) Hitung / 2P dx jika berlaku identitas integral polinom Bessel

/xPHBp(x) dr = 2P By (2) + C.

(a) Perhatikan bahwa

Bs(x) = 2(2)Ba(z) — 2By (z) = 422 + 120 + 12 — 2% — 2% =| —2° + 322 + 122 + 12|

(b) Soal tidak jelas, sepertinya ada kesalahan dalam soal.
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Polinom Chebyshev didefinisikan dengan
T, (z) = cos (n COS_I(CC)) ekivalen T, (cos®) = cos(nf).
(a) Buktikan T,41(x) = 22T, () — Ty—1(x).
(b) Tunjukkan

1
1 ] 0, m#n
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(a) Substitusi z = cosf, maka

Toi1(z) = Thy1(cosf) = cos(n + 1)6
= cos(nf + 0)
= cos(nf) cos(0) — sin(nd) — sin ()
= 2cos(0) cos(nf) — (cos(nd) cos(#) + sin(nh) sin(f))
= 2cos(0) cos(nf) — cos(nf — 0)
= 2 cos(f) cos(nf) — cos(n — 1)0
= 22T, (x) — Tp—1(x).

(b) Untuk m = n = 0, perhatikan bahwa Ty(x) = cos(0) = 1. Ini berarti

[ e

o

Substitusi = cos(d) = dz = —sin(f) df, maka

1 0 ™ T
Iy Yy S TN

karena sin(f) > 0 untuk 0 < z < 7, terbukti.

Akan ditinjau untuk m # n, substitusikan x = cos(f) = dx = —sin(d) df. Secara



analog diperoleh

1 0 -
Tm(x)Tn(x cos(m#) cos n9) _ B
/1 V1-—22 / e - (—sin(f)) df = O/cos(mﬁ) cos(nf) do.
Karena cos(mf) cos(nf) = cos(m +n)f + cos(m —n)f _ cos(m +n) i cos(m — n) 7

2 2 2
diperoleh

x sin(m + n sin(m — n)91%="
_/1\/1—73:(2)(13:_[ 2((mj—_n))9+ 2((m—n))0L:O:0

karena sin(k7) = 0 untuk setiap bilangan bulat k. Terbukti.
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Relasi rekursif untuk polinom Laguerre adalah

dengan Lo(z) =1 dan Li(z) =1 — .

(a) Tentukan polinom Laguerre L4(z).

(b) Verivikasi untuk nilai n = 2 dan n = 3 polinom Laguerre ortogonal terhadap fungsi bobot ™.

(a) Perhatikan bahwa L, (z) =

B—=)Li(z) — Lo(z) _

(2n+1—x)L,(x) — nL,—1(x)

n+1

(n+1)Lpt1(z) =(2n+1—2x)Ly(x) — nL,—1(x)

. Diperoleh

B-z)(1-2)-1 :x2—4x+2

L =

2() 5 5 5 :

Ly(z) = B )L2(@) = 2Li() (5—x) Z=22 919 33492218246
3 = 3 = 3 6

Li(a) = (= DLs(@) =3La(a) _ (=) s

4

zt — 1623 + 7222 — 967 + 24

24

(b) Akan dibuktikan /Lg(x)Lg(x)e*I dz = 0. Perhatikan bahwa
0

/ Lo(x) Ls(z)e®
0

(e.e]

4

dm_/($2—4:v+2) (—x3+9x2—18m+6)

—T'(6) + 13T'(5) — 56I'(4) + 96I'(3) — 60I(2) + 12I(1)

12

e Tdzx

12




o0
karena I'(a)) = /:Ua_le_m dz. Karena I'(n) = (n — 1)! untuk setiap bilangan asli n, maka
0

—5!+13-4!—56-3!+96-2!—60-1!+12-0!_0
12 -

/L2(:E)L3(:n)e_x dx =
0

terbukti.
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Representasi Rodrigues untuk polinom Hermite adalah

2 d" 2
H, — (—1)"e® T
() = (~1)"e” Ze

(a) Tentukan polinom Hermite Hy(z) dan Hs(x).

(b) Tunjukkan Hy(z) dan Hs(x) adalah ortogonal terhadap fungsi bobot e

(a) Perhatikan bahwa

2
_(_1)2 xzi —x2 x2i —x2 o 2 o 2 o —x o
Hy(z) = (—1)% 7€ e’ — (e ( 2x)) =e ( 2e 2zxe ( 2x))
=[-2+42?)
3
Hs(z) = (—1)363”2%6_12 = —eIQ% (—26 7 | 4g2e® )

N (—2@‘x2(—2x) + 4(230)6_362 + 4x26_’”2(—2x))

(b) Akan dibuktikan bahwa / HQ(ZU)HS(CE)@_mQ dxr = 0. Misalkan

flz) = HQ(.I)H?,(CC)@_mQ = (4332 — 2) (8333 — 12:5) e’
Karena

f(—z) = (4x2 = 2) (—81’3 + 121‘) e = _ (41’2 — 2) (8333 = 12$> e = (=)

maka f fungsi ganjil dan berakibat / Hg($)H3(:p)€‘x2 dz = 0.



	
	
	
	

