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Soal

1 Diberikan suatu fungsi identitas f(x) = x untuk setiap x ∈ [a, b]. Buktikan bahwa fungsi identitas
f terintegral Riemann pada [a, b].

2 Tentukan fungsi limit barisan f untuk barisan ⟨fn⟩ dengan

fn(x) = x

1 + nx
, 0 ≤ x < ∞

untuk setiap bilangan asli n.

3 Diberikan

f(x) =
{

0 untuk − 1 ≤ x < 0
1 untuk 0 ≤ x ≤ 1

dan
g(x) =

{
0 untuk − 1 ≤ x ≤ 0
1 untuk 0 < x ≤ 1 .

Apakah integral
1∫

−1

f(x) dg(x) atau
1∫

−1

g(x) df(x) ada? Jika keduanya ada, apakah sama nilainya?

2



1

S
o

a
l

N
o

m
o

r

Diberikan suatu fungsi identitas f(x) = x untuk setiap x ∈ [a, b]. Buktikan bahwa fungsi identitas f
terintegral Riemann pada [a, b].

Solusi:

Ambil sebarang ε > 0. Dari Archimedes, terdapat bilangan asli N yang memenuhi (b − a)2

ε
< N .

Karena ε > 0, maka (b − a)2

N
< ε. Pilih partisi P := {x0, x1, . . . , xN } ∈ P[a, b] dengan

xk = a + b − a

N
k untuk setiap k = 0, 1, . . . , N . Dari sini diperoleh

Mk(f) = sup
xk−1≤t≤xk

f(t) = xk, mk(f) = inf
xk−1≤t≤xk

f(t) = xk−1,

serta
∆xk = xk − xk−1 = a + k

N
(b − a) −

[
a + k − 1

N
(b − a)

]
= b − a

N
.

Dari sini diperoleh Mk(f) − mk(f) = xk − xk−1 = b − a

N
. Oleh karena itu,

U(f, P ) − L(f, P ) =
N∑

k=1
(Mk(f) − mk(f))∆xk

=
N∑

k=1

b − a

N
· b − a

N

= N · (b − a)2

N2

= (b − a)2

N
< ε.

Jadi, f terintegral Riemann pada [a, b].
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Tentukan fungsi limit barisan f untuk barisan ⟨fn⟩ dengan

fn(x) = x

1 + nx
, 0 ≤ x < ∞

untuk setiap bilangan asli n.

Solusi:
Akan dibuktikan bahwa f(x) = 0 untuk setiap x ≥ 0 dengan f(x) = lim

n→∞
fn(x).

Jika x = 0, maka fn(x) = 0 untuk setiap bilangan asli n dan tentu ⟨fn(0)⟩ konvergen ke 0. Akan
ditinjau untuk x > 0, ambil sebarang ε > 0. Dari Archimedes, terdapat bilangan asli N yang
memenuhi x − ε

xε
< N . Karena xε > 0, maka x − ε < Nxε yang ekivalen dengan x < ε(1 + Nx).

Karena 1 + Nx > 0, maka x

1 + Nx
< ε. Untuk setiap bilangan asli n berlaku

|fn(x)| =
∣∣∣∣ x

1 + nx

∣∣∣∣ = x

1 + nx
≤ x

1 + Nx
< ε.

Jadi, ⟨fn(x)⟩ konvergen ke 0. Terbukti bahwa f(x) = 0 untuk setiap x ≥ 0.
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Diberikan
f(x) =

{
0 untuk − 1 ≤ x < 0
1 untuk 0 ≤ x ≤ 1

dan
g(x) =

{
0 untuk − 1 ≤ x ≤ 0
1 untuk 0 < x ≤ 1 .

Apakah integral
1∫

−1

f(x) dg(x) atau
1∫

−1

g(x) df(x) ada? Jika keduanya ada, apakah sama nilainya?

Solusi:
Misalkan n ≥ 2024 bilangan asli. Pilih partisi

Pn := {x0, x1, . . . , x2n} ∈ P[−1, 1], xk = −1 + k

n

untuk setiap k = 1, 2, . . . , 2n yang berarti xn = 0.

x

y

−1 1
f

x

y

−1 1
g

Akan dibuktikan bahwa
1∫

−1

f dg ada dan
1∫

−1

f dg = 1.

Perhatikan bahwa untuk setiap 1 ≤ i ≤ n − 1, Mi(f) = 0 = mi(f) mengingat f(x) = 0 untuk
setiap x ∈ [x0, xn−1]. Selain itu, untuk setiap n + 1 ≤ j ≤ 2n berlaku Mj(f) = 1 = mj(f) karena
f(x) = 1 untuk setiap x ∈ [xn, x2n]. Ini berarti

U(f, Pn) =
n−1∑
i=1

Mi(f)∆gi + Mn(f)∆gn +
2n∑

j=n+1
Mj(f)∆gj
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=
n−1∑
i=1

(0)∆gi + (Mn(f) − mn(f))∆gn +
2n∑

j=n+1
(1)∆gj

= 0 + (1 − 0)∆gn +
2n∑

j=n+1
∆gj

= ∆gn + ∆gn+1 + ∆gn+2 + . . . + ∆g2n.

Perhatikan bahwa ∆gn = g(xn) − g(xn−1) = 0 − 0 = 0 dan ∆gn+1 = g(xn+1) − g(xn) = 1 − 0 = 1.
Di sisi lain, untuk setiap j ≥ n + 2 berlaku ∆gj = g(xj) − g(xj−1) = 1 − 1 = 0 karena g(x) = 1
untuk setiap x ∈ [xn+1, x2n]. Oleh karena itu, U(f, Pn) = 1. Dengan cara yang sama,

L(f, Pn) =
n−1∑
i=1

mi(f)∆gi + mn(f)∆gn +
2n∑

j=n+1
mj(f)∆gj

= mn(f)∆gn + mn+1(f)∆gn+1 + mn+2(f)∆gn+2 + . . . + m2n(f)∆g2n

= 0 · ∆gn + 1 · 1 + 0 + . . . + 0
= 1.

Oleh karena itu, U(f, Pn) − L(f, Pn) = 0 < ε untuk setiap ε > 0. Oleh karena itu, f terintegral
Riemann-Stieltjes terhadap g di [−1, 1]. Misalkan S := {Pn : n ≥ 2024} ⊆ P[−1, 1]. Akibatnya,

1∫
−1

f dg =
1∫

−1

f dg = inf
P ∈P[−1,1]

U(f, P ) ≤ inf
Pn∈S

U(f, P ) = inf
n≥2024

1 = 1.

Di sisi lain,

1∫
−1

f dg =
1∫

−1

g df = sup
P ∈P[−1,1]

L(f, P ) ≥ sup
Pn∈S

L(f, Pn) = sup
n≥2024

1 = 1.

Karena 1 ≤
1∫

−1

f dg ≤ 1, ini menunjukkan
1∫

−1

f dg = 1.

Akan dibuktikan bahwa
1∫

−1

g df ada dan
1∫

−1

g df = 0.

Perhatikan bahwa untuk setiap 1 ≤ i ≤ n, Mi(g) = 0 = mi(g) mengingat g(x) = 0 untuk setiap
x ∈ [x0, xn]. Selain itu, untuk setiap n + 2 ≤ j ≤ 2n berlaku Mi(g) = 1 = mi(g) karena g(x) = 1
untuk setiap x ∈ [xn+1, x2n]. Ini berarti

U(g, Pn) =
n∑

i=1
Mi(g)∆fi + Mn+1(g)∆fn+1 +

2n∑
j=n+2

Mj(g)∆fj

= 0 + (1)(g)∆fn+1 +
2n∑

j=n+2
(1)∆fj

= ∆fn+1 + ∆fn+2 + . . . + ∆f2n.
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Perhatikan bahwa untuk setiap i ≥ n + 1, ∆fi = f(xi) − f(xi−1) = 1 − 1 = 0 karena f(x) = 1
untuk setiap x ∈ [xn, xn+1]. Jadi, U(g, Pn) = 0. Selain itu,

L(g, Pn) =
n∑

i=1
mi(g)∆fi + mn+1∆fn+1 +

2n∑
j=n+2

mi(g)∆fi

= 0 + (0)∆fn+1 +
2n∑

j=n+2
(1)(0)

= 0.

Oleh karena itu, U(f, Pn) − L(f, Pn) = 0 < ε untuk setiap ε > 0. Dengan cara yang sama seperti

sebelumnya, diperoleh
1∫

−1

g df = 0.

Jadi, terbukti bahwa
1∫

−1

f dg dan
1∫

−1

g df masing-masiong ada, namun nilainya berbeda.
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