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’_[ Question 1 ]

(a). Jika E himpunan bagian dari R, F tidak kosong, E terbatas ke atas dan terbatas ke
bawah, maka inf £ < sup £. Buktikan!

(b). Buktikan bahwa jika m bilangan bulat, maka pernyataan berikut benar. Jika m? kelipatan

3, maka m kelipatan 3.

Penyelesaian.

(a). Perhatikan bahwa jika x € F, maka inf F <z <sup E = inf F < sup F, terbukti.

(b). Andaikan m bukan kelipatan 3, maka m = 3n + 1 atau m = 3n + 2 untuk suatu bilangan bulat
n. Maka m? =9n? +6n+1=3 (3n2 —|—2n) +lataum? =92 +12n+4=3 (3n2 + 4n + 1) +1
yang mana masing-masing bukan kelipatan 3, kontradiksi. Jadi, haruslah m = 3n yang berarti

m kelipatan 3.



’_[ Question 2 ]
Dalam ruang metrik (X, d), buktikan

|d(z,y) — d(x, 2)| < d(y, 2)

untuk setiap z,y, 2z € X.

Penyelesaian.

Hal ini ekuivalen dengan membuktikan bahwa —d(y, z) < d(z,y) — d(z, z) < d(y, z).

Akan dibuktikan bahwa —d(y,z) < d(z,y) — d(z, z). Perhatikan bahwa berdasarkan definisi metrik
berlaku d(z,z) < d(z,y) + d(y, z) yang memberikan —d(y,z) < d(z,y) — d(z, z) seperti yang ingin
dibuktikan.

Akan dibuktikan bahwa d(z,y)—d(z, z) < d(y, z). Dengan cara yang sama, d(x,y) < d(z, z)+d(z,y) =
d(z,z)+d(y,z) = d(z,y) < d(z,z)+d(y, z) sehingga diperoleh d(x,y)—d(z, z) < d(y, z). Diperoleh
seperti yang ingin dibuktikan pada soal. v
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Question 3 ]

(b). Diberikan himpunan E = {(—1)" + 1 : n € N}. Tentukan himpunan semua titik limit E

(a). Buatlah suatu fungsi korespondensi 1-1 dari selang terbuka (—1,1) ke R.

dan himpunan semua titik interior E.

Penyelesaian.

(a).

Pandang fungsi f: (—1,1) — R dengan f(z) = tan( ) Akan dibuktikan f bijektif. Pertama,
akan dibuktikan f fungsi 1-1. Misalkan z,y € (—1,1) yang memenuhi f(z) = f(y), yaitu
tan (%) = tan( Qy). Diperoleh %f = %/ + 7k di mana k bilangan bulat, yang berarti =
y+2k < z—y =2k Karena (x —y) € (-2,2) = k € (—1,1), maka haruslah k£ = 0.
Ini memberikan x = y, terbukti f fungsi 1-1. Akan dibuktikan f surjektif. Ambil sebarang
a € R dan tinjau t = %tan_l(a) yang mana tan~! : R — (—g, g) well-defined. Akibatnya,
t = 2tan~!(a) € (—1,1) yang mana f(t) = tan (%) = tan (tan~'a) = a. Jadi, terdapat
t € (—1,1) yang memenuhi f(t) = a sehingga f surjektif. Jadi, f bijektif seperti yang ingin

dibuktikan.

. Pandang

1 1
= 1 —_— —1 : .
FE { +2n neN}U{ +2n—1 nEN}

Akan dibuktikan bahwa E’ = {—1,1}. Akan dibuktikan 1 € E’, ambil sebarang ¢ > 0. Jika
e =1, tinjau 3 € N.(1) yang mana juga 3 € [Ne(1)NE]\{1}. Jadi, [N.(1)NE]\{1} # @. Untuk
€ # 1, tinjau E_% € R sehingga menurut Archimedes terdapat bilangan asli N yang memenuhi
L <N <2N = 1 < 2N sehingga 1+ 55 < c. Ini berarti 1 + 5% € [No(1) N E]\ {1}. Ini
berarti untuk setiap £ > 0 berakibat [N.(1) N E] \ {1} tak kosong Jadi, 1 € E'.

Akan dibuktikan —1 € E’. Ambil sebarang e > 0. Tinjau 47 € R sehlngga menurut Archimedes
terdapat bilangan asli M yang memenuhi 5 < M < 2M -1 = m < 2M — 1. Diperoleh
—1+ 537 < € yang berarti —1+ 51— € [NE(— )N E]\ {—1} sehingga [N.(—1)NE]\ {E} tak
kosong untuk setiap € > 0. Jadi, —1 € E".

Akan dibuktikan apabila ¢ ¢ {—1,1}, maka ¢ & E'.
e Jika 0 < ¢ < 1, pilih € =  min{c, 1 — ¢}. Misalkan € R dengan = € N.(c). Maka
|t —c|<e <= c—e<zx<cHe

yang mana
1—-c 1+c¢ c &

= <1 —e>c——=->0.
2 2 r cTe=c 2 2

Diperoleh 0 < ¢ — ¢ < & < ¢+ ¢ < 1 sehingga 0 < x < 1. Akibatnya, * ¢ FE sehingga
[Ne(e) N E]\ {c} = @. Jadi, c &€ FE'.

cte<lcH

e Jika ¢ € E dengan ¢ > 0, maka ¢ = 1 + ﬁ untuk suatu bilangan asli K. Pilih ¢ =

1( 1 1) _ 1
2 <ﬁ - 2K+2) = IK(K+1)" Maka

PP 1 LA+ D+ 2K +3
C & — — — . —
2K 4K (K +1) AK(K +1) AK(K +1)

3 wildan.wicaksono_32


https://www.instagram.com/wildan.wicaksono_32/

Akan dibuktikan ; K( e +1) <3 K 7- Hal ini ekuivalen dengan membuktikan
(2K +3)(2K — 1) < 4K(K + 1) <= 4K? 44K — 3 < 4K? + 4K

dan diperoleh seperti yang diinginkan. Maka jika x < ¢ + € berlaku

<ct+e<l+ 2K +3 <1+ ! = <1+
r<cH+e x .
4K (K +1) 2K —1 2K —1
Tinjau
1 1 2(K+1)—1 2K +1
c—e>1+— =1 =14 —1"
2K 4K (K +1) 4K (K +1) 4K (K +1)
Akan dibuktikan ; 136; il) > 5 K —5- Hal ini ekuivalen dengan membuktikan

(2K +1)(2K +2) > 4K(K + 1) <= 4K> 46K +2 > 4K? + 4K
seperti yang ingin dibuktikan. Maka jika x > ¢ — e berlaku

— z>1+

— 1 .
rT>c—e> +2K+2 9K 1 2

Jadi, 1+ Tl_ﬂ <2 <1+ 57— sehingga [N.(c) N E]\ {c} = @. Akibatnya, ¢ ¢ E'.

Jika 1 < ¢ < % dengan ¢ ¢ E. Akan dibuktikan bahwa terdapat bilangan asli T" yang
memenuhi 1 + ﬁ <c<1l+ % Perhatikan bahwa i > 2. Berdasarkan akibat
Archimedes, terdapat bilangan bulat asli L > 2 yang memenuhi L < =5 < L + 1. Jlka L
ganjil, misalkan L = 27"+ 1 di mana 7" bilangan bilangan bulat asli, maka 2I'+1< =
2T + 2 dan tulis 2T < 2T +1 < 5 <2T'+2 = 2T < =3 < 2T + 2. Jika L genap,
misalkan L = 27" untuk suatu bllangan asli T, tulis 27" < ﬁ <2T"+1<2T"+2 =
2T < L < 27"+2. Jadi, telah dibuktikan bahwa terdapat bilangan asli T’ yang memenuhi
2T < 5 <2T +2. Dlperoleh 2T+2 <c—1K< 2T = 1+ 2T+2 <c<1+ 2T Sekarang,
pilih € = mm{l + 2T —c,c—1— 2T+2} Jika x < ¢+ ¢ berlaku

R T - IR P

1 1
< - — _
x<c+5—c+2<1+ ‘)ToT T ar=2"ar T2 4T oT

1 1 1 1 1 1 1
2T

sehingga z < 1 + % Jika ¢ — ¢ < x berlaku

s ] X Lo y_eloo1o 11 11 ]
roemez ey \© T +2) 2 2 aT12-2" 4T +2 2 4T +2 2T +1

sehingga * > 1 + ﬁ Karena 1 + ﬁ <z < 1+ 55, akibatnya [N:(c) N E]\ {c} = @
sehingga ¢ ¢ E'.

Jika ¢ > 3 . Pilih ¢ = % ( — %), maka z > ¢ — ¢ berakibat

e, L, 8\ _e 3. 8.8 3 3
xr cC—e=2¢ 2C 2—2 4 4 4— X .

Dari sini berakibat [N.(c) N E] \ {¢} = & sehingga ¢ & E'.
Jika ¢ < —1, pilih € = % Maka z < ¢+ ¢ berakibat

—1—c c¢—1
r<ct+e=c+ 5 = 5 <-1 = < —1.

Dari sini berakibat [N.(c) N E] \ {¢} = & sehingga ¢ ¢ E'.
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e Jika c<0dan c € F, maka c = —1+ Tl—l untuk suatu bilangan asli K. Apabila K =1,
maka ¢ = 0. Pilih € = ,makax>c—5:—%>—1+ﬁdanm<c+6:%<l. Ini
berarti [Nz(c) N E] \ {¢} = @ sehingga c =0 ¢ FE'.

Jika K > 2. Plth—* (2}{1 1 2K1+1 Jika z < ¢ + € berlaku

) = (2K—1)1(2K+1) :

<t 1+ 1 n 1 1+ 2K +1)+1 1+ 2K +2

x CT€&€ = — = — — — .
2K -1 (2K —-1)2K +1) (2K —1)(2K +1) (2K —1)(2K +1)

Akan dibuktikan @ ngéi 1y < 2 K1_3 yang ekuivalen dengan

(2K —3)(2K +2) < (2K —1)(2K + 1) <= 4K? - 2K —6 <4K* -1

seperti yang ingin dibuktikan. Diperoleh

<c+ 1+ 2K +2 < -1+ = < -1+
r<ct+e=— — T < — .
(2K —1)(2K +1) 2K —3 2K —3
Jika = > ¢ — € berlaku
- - 1 1 - 2K +1)—-1
T>Cc—€&=— - = —
2K -1 (2K —-1)(2K +1) 2K —1)(2K +1)

2K 1

Tek-Dek+n - Tak -1

karena 2K+1 < 1. Jadi, z > -1+ ﬁ sehingga —1 + ﬁ <z < -1+ ﬁ Akibatnya,
[Ne(e) N E]\ {c} = @ sehingga ¢ ¢ E'.

e Jika —1 < ¢ < 0 dan ¢ € E’ sehingga diperoleh 0 < ¢+1 < 1. Karena i > 1, berdasarkan
akibat Archimedes berlaku terdapat bilangan asli U yang memenuhi U < 1 < U+1. Jika
U bilangan genap, misalkan U = 2X di mana X bilangan asli. Maka 2X < 1 <2X +1
yang berarti 2X —1 <2X < = <2X+1 = 2X -1 < = <2X +1. Jlka U bilangan

c+1 c+l
ganjil, misalkan U = 2X’ — 1 di mana X' bilangan asli. Maka 2X’ — 1 < 1= < 2X <

c+1
2X +1 = 2X'—1< CJ%l < 2X + 1. Jadi, terdapat bilangan asli X yang memenuhi
1 : 1 1 1 1
Sekarang, p1hh €= 2 min {c +1-— 2X+1, -1+ 2X1_1 — c}. Jika z < ¢+ € berakibat

<+<+11+1 —01+1<1+1<11
rTseTesceTy oXx—1 ) T2 27 ax—2° 2" ux 2 29X — 1

sehingga z < c+e < -1+ ﬁ Lalu, jika ¢ — ¢ < = berakibat

1 1 c 1 1 1 1 1
rT>c—e=c—-|c+1-— §—§+ >——-—-+ =1+

2 4X +2 2 2 2X+1 2X 41

sehingga z > c—¢ > _1+T1+1' Jadi, —1+ﬁ <c—e<zx<ct+e< —1+ﬁ yang
berarti [V:(c) N E] \ {¢} = @. Diperoleh ¢ ¢ E'.

Terbukti bahwa E' = {—1,1}.
Akan dibuktikan int(F) = @. Misalkan x € E dan ambil sebarang ¢ > 0. Tinjau bahwa
N:(z) = (r —e,x + ) C R dan di selang tersebut selalu mengandung suatu bilangan irasional,

yang jelas bukan anggota E. Akibatnya, N.(z) € E.

5 wildan.wicaksono_32


https://www.instagram.com/wildan.wicaksono_32/

’_[ Question 4 ]
Yang manakah di antara himpunan-himpunan di dalam R yang tidak terbuka sekaligus tidak

.

tertutup dan berikan alasannya.
(a). {:neN}.

(b). {1,2,3,4,5}.

(). {z:2<x <4},

Penyelesaian.

(a).

Tidak terbuka maupun tidak tertutup.

Akan dibuktikan tidak tertutup. Klaim bahwa 0 titik limit dari A := {% :neN } Ambil
sebarang € > 0, dari Archimedes terdapat bilangan asli N yang memenuhi é <N = % <e.
Ini berarti & € N.(0) = [N.(0) N A]\ {0} sehingga [N.(0) N A]\ {0} tak kosong. Jadi, 0 € A’
namun 0 ¢ A sehingga A tidak tertutup.

Akan dibuktikan A tidak terbuka. Misalkan % € A di mana n € N dan ambil sebarang ¢ > 0.

Perhatikan bahwa V. (%) = (% —¢&, % + E). Sebagaimana sebelumnya, diantara (% —&, % + E)
terdapat bilangan irasional sehingga N, ( ) Z A. Jadi, A tidak terbuka.

1
n

. Tidak terbuka dan tertutup.

Akan dibuktikan B := {1,2,3,4,5} tidak terbuka. Misalkan = € B dan sebarang ¢ > 0. Tinjau
pada selang N.(z) = (x — e,z + £) mengandung bilangan real yang tak bulat, maka N.(z)  B.
Jadi, B tidak terbuka.

Akan dibuktikan B tertutup. Klaim bahwa B tidak memiliki titik limit. Akan dibuktikan z € B
bukan titik limit. Pilih € = J, maka N.(z) N B = {z} = [N.(z) N B]\ {z} = @ yang berarti
terbukti. Akan dibuktikan z € R dengan x ¢ B juga bukan titik limit. Dari akibat Archimedes,
terdapat bilangan bulat k£ yang memenuhi k¥ < z < k+ 1. Dengan memilih € = % akan diperoleh
[Ne(x) N B] \ {z} = @ karena setiap anggota di N.(z) bukan bilangan bulat.

. Tidak tertutup dan tidak terbuka.

Akan dibuktikan C' := {z : 2 < z < 4} tidak terbuka. Ambil sebarang ¢ > 0 dan tinjau
Ne(z) = (4 —€,4 +¢). Tinjau bahwa 4 + § € N.(4) namun 4 + 5 ¢ C. Ini artinya, N.(4) € C.
Terbukti C' tidak terbuka.

Akan dibuktikan C tidak tertutup dengan membuktikan 2 € C’. Ambil sebarang £ > 0, tinjau
bahwa min {2 + §,3} € C dan min {2+ 5,3} € N.(2). Jadi, min {2+ 5,3} € [N.(2) N C]\ {2}
sehingga [N.(2) N C] \ {2} tak kosong. Jadi, 2 € C' namun 2 ¢ C sehingga C tidak tertutup.
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